CALCULO DE CANTIDADES GEOMETRICAS MEDIANTE EL CALCULO INTEGRAL

En este documento vamos a ver cémo calcular algunas cantidades geométricas,
relacionadas con objetos de una, dos y tres dimensiones. Especificamente veremos cdmo
calcular la longitud de un arco de una curva, el area de una superficie plana y el volumen de
un soélido de revolucidn, recurriendo, en cualquier caso, al proceso de integracion, antes
descrito, en el que se considera la variacién de una sola variable

1. OBIETOS DE UNA DIMENSION

Longitud de un segmento rectilineo. Antes de ver cdmo calcular la longitud de un arco
curvilineo, veremos cémo utilizar el proceso de integracidn para calcular la longitud de un
segmento rectilineo, en cuyo caso conocemos de antemano el resultado.

Asi pues, supongamos primeramente que queremos calcular la longitud de un pedazo de
alambre rectilineo, comprendido entre los puntos A = (a,0) y B = (b,0), con el sistema
coordenado graduado en centimetros (figura 1).
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Denotando por [ a la longitud buscada y eligiendo, como elemento de longitud, al segmento
PQ, de longitud dx donde P = (x,0) y x € [a, b], tenemos que dl = PQ = dx vy, por lo
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Figura 2

Ahora vamos a calcular la longitud de un segmento de una recta inclinada. Para ello
. . 3 3,

consideraremos la recta 3x — 4y = 3, o bieny = 2 X — pasicomoa los puntos A = (1,0)

y B = (5,3), con el sistema coordenado graduado en centimetros (figura 2, izquierda).



Ahora elegimos, como elemento de longitud, a dl = PQ, donde P = (x,y), x € [1,5] yQes
un punto de la recta, infinitamente préximo a P, de manera que Q = (x + dx,y + dy),
como se indica en la figura (derecha).

Tenemos entonces que dl = PQ = /dx? + dy?, peroy = %x - Z, de manera que dy =

2
5dx,ydl=de2+(3) dx? = /1+i dx = /@dxzidx,
4 4 16 16 4
x=5

Asi pues [ = fAB dl = flszdx = %x|x=1 = %(5 —1) =5 cm, como debia ocurrir, de

acuerdo con el teorema de Pitdgoras.

Longitud de arco. Coordenadas rectangulares. Veamos ahora como calcular la longitud de
un arco curvilineo, suponiendo que se conoce alguna representacion algebraica de la
misma, suponiendo, para empezar, que se utiliza un sistema de coordenadas rectangulares
o cartesianas, de manera que cada curva en el plano estara dada mediante una ecuacion de
la forma R(x,y) = 0 (figura 3). Se desea conocer la longitud del arco de esta curva,
comprendido entre los puntos A, de abscisa a y B, de abscisa b.

Asi pues, al considerar un punto P desplazandose sobre la curva, se determinaran las
variables x, y y s(x,y), siendo (x,y) las coordenadas del punto y s(x,y) la longitud del
arco de la curva medido desde el punto A hasta el punto P. Si ahora se supone un
desplazamiento infinitesimal del punto, a partir de P, se definirdn los incrementos
infinitesimales, es decir, las diferenciales dx, dy y ds, de esas variables, las que formaran
un tridngulo equildtero, como se muestra en la figura 3 (derecha).
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De esta manera, de acuerdo con el teorema de Pitagoras, tendremos que:
ds? = dx? + dy? (1)

Por lo tanto, el elemento de arco estara dado, en coordenadas rectangulares, por:

ds = ,/dx? + dy? (2)



Por ejemplo, consideremos una curva cuya longitud conocemos: la circunferencia. Asi pues,
siendo C la circunferencia con centro en el origen y radio a, su ecuacién serd x2 + y? = a?

y la de la semicircunferencia “superior” y = Va? — x? (figura 4).

Considerando un punto moviéndose sobre esta semicircunferencia en el sentido creciente
del eje x, es decir, de izquierda a derecha, tendremos que la variable x recorre el intervalo
[—a, a] y que, a cada incremento infinitesimal de la misma, le corresponde un diferencial
de y, dado por:
—2x dx x dx
dy = d(Va? —x2) = =

2Va2—x2 va2—x2
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Figura 4
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De maneraque ds = Nr dxys(x) = f—ra_xz dx = a arcsen §+ c.Peros(—a) =0 =
arcsen (-1)+c=a (— g) + ¢, asiquec = %ys(x) = g arcsen E-I— %

En particular, para x = a (media circunferencia), tenemos que s(a) = a arcsen §+ % =
a arcsen 1 + % = % + % = mta. Por lo tanto, la longitud de la circunferencia completa es
2ma, que es el resultado conocido.

Ahora bien, si la curva estd definida por medio de y = f(x), entonces dy = f'(x)dx, y al

sustituir en (2) se obtiene /dx? + dy? = \/dx? + (f'(x))2dx2 = /1 + (f'(x))2dx, por
lo que:

La longitud del arco de la curva definida por medio de y = f(x), comprendido
entre los puntos A = (a, f(a)) y B = (b, f(b)), esta dada por:

L= [T+ (0)2dx 3)




Veamos el siguiente ejemplo. Se trata de la longitud de la curva definida por f(x) = cosh x.
Asi pues, tenemos que f'(x) =senhx, asi que 1+ (f'(x))2 = J1+ (senh x)2 =
V1 + senh2x = ,/(coshx)2 = cosh x.

Supongamos ahora que queremos calcular la longitud de un arco cuyo punto inicial es el

vértice V de la curva (figura 5), cuya abscisa es x = 0. Si el punto final es B = (t, cosh t),
entonces la longitud sera:

l= fot coshx dx = senh x|§ = senh t —senh 0 = senh t

segmento PQ = arco VB

051
y = senh(x)
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Figura 5

En la grafica se muestran las gréficas de y = cosh x y de y = senh x. El resultado obtenido
nos dice que la longitud del arco VB de la grafica de f(x) = cosh x es igual a la longitud del
segmento PQ cuyo valor es senh t.

El valor de t, en la grafica, es 1.2. El valor del arco de f, entre x =0y x =t = 1.2 es
entonces senh 1.2 = 1.5095.

Longitud de arco. Coordenadas polares. Un elemento de arco de una curva, en un sistema
de coordenadas polares, estard dado por una variacion infinitesimal de cada una de las
variables coordenadas r y 08 (figura 6). Asi pues, cuando un punto recorre un arco
infinitesimal sobre la curva, desde P hasta Q, habra tenido lugar un cambio infinitesimal dr
y otro d@. La longitud de este elemento de arco es la de la hipotenusa del triangulo PTQ, es

decir ds = \/PT? + TQ?.

Pero PT es el arco de la circunferencia de radio r, correspondiente a un angulo central dé,
asi que PT = r dO, mientras que TQ = dr, asi que ds = Vr2d6? + dr=.

Ahora bien, normalmente la curva viene dada por una expresion de la forma r(8), asi que
dr =71'd0, dr? = (r'd6)? = r'2d6?, y r?>dB? + dr? = r?d8? + r'?d0? = (r? + r'?)d6>.
Por lo tanto:
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Por ejemplo, sir = a(1 + cos @) (cardioide), tenemos que:

r=a+acosé, 2 =(a+ acosB)? = a® + 2a® cos 6 + a*cos?0,

r' = —asen®, r'* = a%sen?6
Asi que:

r2 + 1'% = a? + 2a? cos 6 + a?cos?6 + a’sen? =

= a?(1+ 2cos 8 + cos?8 + sen?8) = a?(1 + 2cosf + 1) =

=a%(2 + 2cos0) = 2a?(1 + cos 0) = 2a? (2 coszg) = 4azcoszg

0.5

Figura 7

Por lo tanto:



ds =Vr2+1r'2do = /4a2coszg = 2a cosg dé

Considerando sélo la mitad (superior) de la curva, para la cual 8 € [0, ] y observando que
s

s(0) =0, tenemos que s(m) = f:Za cosg do = 4a seng =4a seng = 4a. Por lo
0

tanto, la longitud total de la cardioide es 8a unidades de longitud.

En la figura 7 se muestra la curva (con a = 1), lo mismo que la circunferencia de radio 1y

centro en (1,0). La longitud de la circunferencia es 2 = 6.2832 unidades de longitud, asi
8

6.2832

que la longitud de la cardioide es = 1.27 veces la de la circunferencia.

2. OBIJETOS DE DOS DIMENSIONES
Area de una region plana

El plano, o una parte de este, es un objeto geométrico de dos dimensiones, de manera que,
para describir una regién del plano, se requiere determinar el recorrido de dos variables
coordenadas. Sin embargo, para determinadas situaciones, es posible describirla si se
define el recorrido de una sola variable. En tales casos podemos calcular el drea de la region
por medio de una integral simple, como las que hemos estado utilizando.

Figura 8

Coordenadas rectangulares. En coordenadas rectangulares consideraremos dos tipos
basicos de regiones en el plano, el primero corresponde a una regién comprendida entre
dos rectas paralelas al eje y y dos relaciones funcionales con x como variable independiente
(figura 8), es decir, una region que puede describirse mediante:

R={x,la<x<b, f(x)<y=<gx)} (5)

En este caso, para cada x € [a,b] proponemos como elemento de area al rectangulo
sombreado en la figura 8 (derecha), de manera que dA = [g(x) — f(x)]dx, y:

A= ["lg() — f(0)]dx (6)

Por ejemplo, consideremos la regién comprendida entre las graficas de y = x3 y y2 = x
(ver figura 9).



Aunque en este caso es un tanto obvio, para determinar la region mediante desigualdades,
debemos primeramente determinar las coordenadas de los puntos de interseccidn de las
gréficas, para lo cual habremos de resolver el sistema de ecuaciones {y = x3,y? = x}.

Asi pues, si sustituimos lo indicado por la primera ecuacion en la segunda, obtenemos:
(x3)? = x, x® = x, x6—x=0, x(x>—1) =0,
x(x—Dx*+x3+x2+x+1) =0

De donde resulta que las dos raices reales, que corresponden a las abscisas de los puntos
de interseccién, sonx =0y x = 1.
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Figura 9

Ademas, la figura 9 sugiere que no hay mads raices reales, como puede verificarse
recurriendo a la teoria de ecuaciones polinomiales. Asi pues, la regién de interés puede
describirse mediante R = {(x, y)|0 <x<1 x3< y < xl/z}, de manera que, suponiendo
gue el sistema coordenado esta graduado en centimetros:

A(R) = fol[xl/z —x3]dx = (§x3/2 —%x‘*)z =§_% =52 m?

El segundo tipo basico de regidn se tiene cuando la regién estd comprendida entre dos
rectas paralelas al eje x y dos relaciones funcionales, con y como variable independiente
(ver figura 10), de manera que podra describirse mediante:

R={(,nlc<sy=<d ¢()<x<yQ)} (7)
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Figura 10



En este caso conviene proponer el elemento de area mediante dA = [y(y) — ¢(v)]dy, de
manera que:

d
A= ["ly(y) — d()]dy (8)
Asi, para la regidon del ejemplo anterior, tenemos que:
R={(x,y)|0<y<1, y?<x<y'3}

Por lo tanto:

AR = [T =57y = (e =), =5 = e

En los casos de interés para las ciencias de la ingenieria, una region plana que no pueda
identificarse como una de alguno de los dos tipos mencionados podra verse como la unién
de dos o mas regiones, cada una de las cuales sea de alguno de estos dos tipos, de manera
gue su area podra calcularse como la suma de las areas de cada una de esas partes.

Coordenadas polares. En coordenadas polares consideraremos sélo un tipo basico de
region en el plano, y ocurre si dicha region esta comprendida entre losrayos @ = ayf8 = b
(con a y b en radianes), y las graficas de dos relaciones funcionales de la forma r = g(8)
(ver figura 11), de manera que puede describirse mediante:

R={0,r)la<0<b,g,(0) <7< g,(0)} (9)
Asi pues, podemos proponer como elemento de area a la del sector VWSU, cuyo valor es

dA =5 ([g2()]* ~ [9:(6)]*)db) asi que:

A== ([g2(0))* — [g:()])do (10)

o T :‘91(9) r :‘ g2(0)

Figura 11



Por ejemplo, si deseamos calcular el area interior a la cardioide A =14 cosé,
aprovechando la simetria (figura 12, izquierda), tendremos que calcular el area de la mitad
situada por encima del eje x (desde E hasta O), que puede describirse mediante:

R={6,1r0<6<m 0<r<1+cosb}
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Figura 12

Por lo tanto, de acuerdo con (9) y (10), y suponiendo que el sistema coordenado esta
graduado en centimetros, tenemos que el drea buscada es:

A= (2)%[:(1 + cos 6)%d6 = fon(l + 2 cos 0 + cos?0)d8

1,1 1
A =f:(1+2c059+5+5c0520)d0 =5f0n(3+4cost9+c0529)d9
Y
A =l[39 + 4 sen 6 + ~sen 20] =3 m? = 4.71 cm?
2 2 o 2

Comparando nuevamente con el area interior a la circunferencia unitaria (figura 12,

. .. 3m/2 3 ,
derecha), observamos que el area de la cardioide es T/ = veces la del circulo.

3. VOLUMEN DE UN SOLIDO DE REVOLUCION.

Se menciond antes que el plano o una parte de este, es un objeto de dos dimensiones. Sin
embargo, para los casos anteriormente considerados, pudimos describir una regién plana
por medio de la variacidn de una sola variable. Pues bien, lo mismo podremos hacer, para
un caso particular, y calcular el volumen de un sélido, a pesar de que un sélido es un objeto
de tres dimensiones. El caso particular es el de un sélido generado por la rotacién de una
curva plana alrededor de una recta situada en dicho plano.

Método de los discos. Supdngase que se genera un sélido mediante la rotacion de un arco
curvilineo plano, alrededor de una recta contenida en el mismo plano, por ejemplo, por la
rotacion de la porcién de la gréfica de la funcidn definida por y = f(x), comprendida entre
los puntos A = (a, f(a)) y B = (b, f(b)) (figura 13), alrededor del eje x.

Para calcular el volumen del sélido asi generado podemos elegir, como contribucién
elemental, al volumen del disco cilindrico con radio y = f(x), para cada x en el intervalo
[a, b] y espesor infinitesimal dx, de manera que el valor de esa contribucién elemental sera
dV = my?dx, y el volumen del sélido sera:



(11)

AV = mydx

Fig. 13

Por ejemplo (figura 14), consideremos el sélido de revolucién que se obtiene al hacer girar,
alrededor del eje x, el arco de la curva sinusoidal y = f(x) = gsen x, comprendido entre
los puntos A = (0,0) y B = (1, 0), suponiendo que el sistema coordenado estd graduado
en centimetros.

Solucidn: sustituyendo en (11), tenemos que el volumen buscado es:

2
V= f:rtyzdx = f:n(gsenx) dx =%4cm3

Figura 14

Observemos que el cilindro, en el que esta inscrito el sélido de interés, tiene radio (amplitud
4

2
. 3 s TL'
de la senoidal) PR altura AB = m, de manera que su volumen es (E) m=- cm3. De

esta manera obtenemos que el volumen del sélido de revolucidon en cuestién es
exactamente la mitad del volumen del cilindro que lo circunscribe.



Como segundo ejemplo vamos a calcular el volumen del sélido que se obtiene al girar la
regién del plano xy, comprendida entre las graficasde y = 0 (ejex), y = x>+ x + 1, x =
Oyx =1, alrededor del eje y (figura 15, izquierda), suponiendo que el sistema coordenado
esta graduado en centimetros.

y= 2 +1
B

Figura 15

Solucion: en este caso podemos calcular el volumen como la diferencia entre el volumen
del cilindro en el que estd inscrito el sélido, y el del sélido que se obtiene al girar la region
comprendida entre las graficas de y = x> + x + 1, x = 0 y y = 3, alrededor del eje y, el
cual se puede calcular como en el ejemplo anterior.

Tenemos pues que el volumen del cilindro es V,.; = m(1)?(3) = 3m. Por otra parte,
denotando por V}, al volumen que vamos a restar, tenemos que el elemento de volumen de
este sélido es dV = mx2dy, con 1 <y < 3 asi que:

V=/[dVv = flgnxzdy

Peroy = x°> + x + 1, asi que dy = (5x* + 1) dx. Ademds, cuandoy = 1, x = 0y cuando
y = 3, x = 1, de manera que:
x=1

V,=[dv = f011rx2(5x4 +1)dx = nf01(5x6 +xdx=mn [§x7 +§x3] .= %n cm?
xX=

Por lo tanto, el valor del volumen buscado es:
22 41
V=V u—-V,=3n—=m=—mcm3
21 21
Método de los cilindros huecos. Vamos a calcular el volumen de la regién del problema
anterior, pero eligiendo ahora el elemento de otra manera: en lugar de la contribucién

elemental en forma de disco, consideraremos ahora una en forma de cilindro hueco, tal y
como se muestra en la figura 7.33.

En este caso la contribucion elemental es un cilindro que, al hacerle un corte paralelo al eje
y se obtiene un cilindro hueco, de espesor infinitesimal dx, y que, al desenrollarlo se



obtiene un prisma rectangular (de espesor dx) cuya base es el perimetro de la

circunferencia del anillo (21 x), y cuta altura es y, asi que el valor del elemento de volumen
es 2rmxy dx. Y como el sélido de interés se genera al variar x desde 0 hasta 1, tenemos que
el volumen buscado es:

x=1
V=2m [1x7 +1x3 +3x2]
7 3 2

V=de=f0127txydx=anolx(x5+x+1) dx=27tf01(x6+x2+x) dx

1 1 1 41
=21 (—+—+—) =—mcm3
x=0 7 3 2 21
Obteniendo, claro, el mismo resultado que con el método de los discos.
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