INTEGRAL DEFINIDA Y AREA BAJO LA CURVA

1. INTEGRAL DEFINIDA. DEFINICION

Hemos visto que la operacién de integracidon es la inversa de la diferenciacién. En este
ultimo capitulo hablaremos del proceso de integracién, el cual es de suma importancia en
el estudio de las ciencias bdsicas y de la ingenieria. Pero antes de describir el proceso la
siguiente definicidon es necesaria:

La integral (definida) de una funcién f, en el intervalo [a, b], se denota y define
mediante:

J2 £ dx = F(b) - F(a) (1)

donde F es una primitiva de f.

Por otra parte, en textos de ciencias de la ingenieria, una notacion particularmente utilizada
para la integral definida es la siguiente:

[P f(x) dx = F(0)I325 = F(b) — F(a)
Por ejemplo:
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2. PROCESO DE INTEGRACION. UN EJEMPLO: EL AREA DE UN CiRCULO

Supongamos que el valor de una cantidad P depende del valor de una variable x, es decir P
es una funcién de x, y que un valor de interés de dicha cantidad se genera conforme x
cambia su valor de a a b, de maneraque P(a) = 0y P(b) = P, es decir, la cantidad a medir
se genera desde cero hasta su valor total, conforme la variable recorre un cierto intervalo.

Supuesto lo anterior, si ademas se puede establecer que, cuando x tiene un incremento
infinitesimal dx la correspondiente variacion de P se puede expresar mediante dP(x) =
g(x)dx, entonces P(x) se podra obtener al calcular la integral de g(x).

Vamos a ejemplificar esto calculando el area de un circulo (cuyo valor es conocido). El
proceso consistira en “generar” un circulo por la variacién de una variable, identificar el
area de una porcién del circulo como una funcién de esa variable, expresar la variacion
infinitesimal de esa area como producto de esa funcién y la diferencial de esa variable y,
finalmente, integrar esta funcién.

Cuando se realiza este proceso en el estudio de las ciencias es probable que se pueda hacer
de mads de una manera, segun el caso considerado. Cada uno de esos casos da lugar a una
integral mas o menos dificil de integrar. A veces tendremos que intentar de mds de una
manera para obtener una expresion para la cual se pueda obtener mas facilmente una
primitiva.



Generacion por sectores circulares. Supongamos, para empezar, que generamos el circulo
por la rotacién del radio OA (figura 1), de manera que al variar el angulo 6 desde 0 hasta
21, el drea va de 0 a la del circulo completo.

Ahora bien, cuando el dngulo tiene una variacion infinitesimal d@, el drea A(0) tiene una
variacion dA dada por el area del sector circular OPQ, pero, debido a que P y Q estan
infinitamente préximos entre si, el arco PQ es rectilineo y el sector es entonces un tridngulo
(isésceles). Escogiendo como base el arco infinitesimal PQ (= a d@) , la altura serd el radio

a de la circunferencia, de manera que dA4 = %(a df)a = %azde.
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Al integrar esta expresion obtenemos que A(0) = Eazé?, por lo tanto, el drea del circulo
serd A(2m) = ma?.

Generacion por anillos. Consideremos ahora que generamos un circulo (de radio a) por la
expansién de un circulo de radio variable cuyo valor va de 0 hasta a (figura 2), de manera
que cuando el radio tiene una variacién infinitesimal dr el area del circulo tiene un
incremento igual al area del anillo comprendido entre los circulos de radio ry r + dr.

Como el incremento del radio es infinitamente pequefio, al “desenrollar” el anillo
obtendremos un rectangulo de dimensiones 2rtr (la longitud de la circunferencia interior)
y dr (la variacion del radio). En realidad, en lugar de un rectangulo deberiamos considerar
un trapecio isdsceles, pero la diferencia en el valor de sus bases es despreciable. Asi pues,
dA = 2nr dr y A(r) = mtr?. En particular A(a) = ma?.

Tiras perpendiculares a un diametro. Por Ultimo, consideremos que el primer cuadrante de
un circulo de radio a se genera (figura 3) al mover el punto P = (x,y) desde N (donde x =
0) hasta E (donde x = a).
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Como P es un punto de la circunferencia con centro en el origen y radio a, tenemos que

y = Va? — x2. Ahora bien, cuando x tiene un incremento dx (= AB), el punto sobre la
circunferencia se mueve de P a Qy el correspondiente incremento en el valor del area A(x)
serd (de acuerdo con la figura) el area del trapecio ABQP que es el rectangulo con base AB
(=dx) vy altura y, menos el tridngulo rectangulo con hipotenusa en PQ, cuyos catetos
miden dx y dy, de manera que:

dA(x) = ydx — %dx dy

Como el segundo término del lado derecho es un infinitesimal de segundo orden, resulta
despreciable respecto del primero, de manera que dA(x) = y dx. Por lo tanto:

2
A(x) = [ydx = [Va? — x? dx =§Va2 — x?2 +a7arcsen§

a’ln 1 5

2
. a
En particular, parax = a, A(a) = 0 + — arcsen 1= 5 = rat
3. ELPROCESO DE INTEGRACION

El procedimiento llevado a cabo en la seccién anterior, para calcular el area del circulo,
puede ser generalizado para calcular el valor de una cantidad si se conoce el valor de una
parte infinitamente pequeia de la misma.

Veamos, sabiendo que la diferencial de una variable es un incremento infinitesimal de la
misma y que la operacidn de integracion es la inversa a la de la diferenciacién, podemos
calcular una cantidad mediante la integracién si conocemos el incremento infinitesimal de
la misma, que corresponde a un incremento infinitesimal de alguna variable.

Asi pues, supongase que se desea obtener el valor de una cierta cantidad variable P, y que
podemos expresar el valor de una variacion infinitesimal dP de la misma (a la que
llamaremos elemento de P), correspondiente a una variacion infinitesimal dx (de alguna
variable x), como el producto de una expresiéon que depende de esa variable y su
diferencial, es decir dP(x) = f(x)dx.

De esta manera, si F es una primitiva de f, es decir, si F'(x) = f(x), entonces dF (x) =
F'(x)dx = f(x)dx, asi que dP(x) = f(x)dx = dF (x), por lo que P(x) y F(x) difieren en



una constante, es decir P(x) = F(x) + C. Suponiendo ademas que P(a) = 0, es decir, que
el valor de P es cero cuando x = a, se tendrd entonces que P(a) =0 = F(a) + C, de
donde C = —F(a), asique P(x) = F(x) — F(a).

Finalmente, si el valor deseado de P es el que corresponde a x = b, se tendra entonces que
P(b) = F(b) — F(a), es decir P(b) = f:f(x) dx. En resumen:

estard dado por:

b
P(b) = f fG)dx = F(b) - F(a)

Sabiendo que una variacidén infinitesimal de P, correspondiente a una variacién
dx de una variable x, esta dada por dP(x) = f(x)dx, que F es cualquier
primitiva de f, y que P(a) = 0, entonces el valor de P, correspondiente a x = b,

(2)

4, ELAREABAJO LA CURVA

Siendo f una funcidn definida mediante y = f(x), llamaremos drea bajo la grdfica de f en
el intervalo [a, b], que denotaremos mediante A2(f), al drea de la regién comprendida
entre la gréficade f,elejex (y =0) ylasrectasx = ayx = b.
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Figura 4

Vamos a realizar el proceso antes descrito para calcular el drea bajo la curva. Para ello
supongamos una curva C, definida mediante y = f(x), siendo f una funcién continua y con



valores no negativos en un intervalo [a, b], y consideremos un punto P que se mueve sobre
la curva desde Q = (a, f(a)) hasta T = (b, f(b)).

Observemos (figura 4) que este movimiento genera la regidn cuya area queremos calcular,
de manera tal que, conforme el punto sobre la curva se desplaza desde la posicion
correspondiente a x = a (punto Q), hasta la correspondiente a x = b (punto T), el area bajo
la curva varia desde cero hasta el valor total buscado. Para cualquier valor de x, entre a y
b, el drea seria la indicada por A(x) en la figura 4 (abajo, izquierda).
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Figura 5

Ahora bien, siendo G y E (figura 5) dos puntos de la curva, infinitamente préximos entre si,
cuando el punto se desplaza de G a E, las coordenadas x y y tendran incrementos
dx (= CD = GH) y dy (= HE), respectivamente, y la correspondiente diferencial del area,
es decir, el elemento de area serd el area del trapecio CDEG. Asi pues:

dA = drea del trapecio CDEG

dA = darea del rectdngulo CDHG + drea del tridngulo GHE
dA = f(x)dx + 2 dx dy = f(x)dx

Ademas, sabemos que A(a) = 0 (figura 4, arriba, izquierda), y que A(b) = A es el drea que
queremos calcular, asi que, si F es una primitiva de f, se tendra:

b
2§ = [ r@ 3)

Por ejemplo, si C es la parabola definida por y = ax?, con a > 0, el 4rea bajo esta curva,
desde x = 0 (vértice) hasta x = b, sera:

b 1 x=b
Ao(f) = |, ax*dx = gaxg'

=2ap3
x=0 3
Notemos que el drea del rectangulo en el que estd inscrito el sector parabdlico es b(ab?) =
ab?3, asi que el sector parabdlico, que aparece sombreado en la figura 6, cubre exactamente
la tercera parte del rectdngulo en el que estd inscrito. Este es uno de los resultados
obtenidos, hace mds de dos milenios, por el gran cientifico griego Arquimedes.
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Figura 6

Valor promedio de una funcidn. Consideremos una curva C, definida por y = f(x).
Llamaremos valor promedio (o altura promedio) de f en [a, b], denotado por fyromla, b], a
la altura del rectangulo con base en el segmento AB, correspondiente al intervalo [a, b]
(figura 7) cuya area sea igual al area bajo la gréfica de f en [a, b]. De acuerdo con esto,

tenemos que A2(f) = f:f(x) dx = AB - foromla, b] = (b — a) * fyromla, b]. Por lo tanto:

1 b
fprom[a’ b] = mL f(x) dx (4)
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Figura 7

Ademds, siendo f continua en [a, b], considerando que el valor de f,om[a, b] estd entre el

minimo y el maximo valor de f en el intervalo, y que éstos corresponden a valores de x en
el mismo intervalo, entonces deberd existir al menos un nimero z en el intervalo, cuya
imagen sea el valor promedio de la funcién en el mismo, es decir:

Si f es continua en [a, b], entonces existe al menos un z € [a, b], tal que:

L g
F@) = fyromla,b] = 5— [ @) dx




Por ejemplo, si f es la funcién definida por f(x) =senx y [a,b] = [0,7] y el sistema
coordenado esta graduado en centimetros, tenemos que:

AT(f) = fonsenxdx = —cosx|f =—cosm—(—cos0) =—-(-1)—(-1) =2
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Figura 8

Asi pues, el drea de la regién sombreada en la figura 8 (izquierda) es de 2 cm?. El valor
promedio de la funcién dada, en el intervalo propuesto es entonces:

1 2
fprom[oy n] = - (2) = - = 0.637 cm
Ademas, si f(z) =senz = % entonces tenemos dos valores de z en el intervalo [0, r], que

sonz; =0.69cmyz, = 2.45cm.

Teorema fundamental del calculo. De acuerdo con la definicidn dada para el area bajo la
curva, si consideramos una curva C, definida mediante y = f(x), siendo f una funcién
continua y no negativa en el intervalo [a, b], y si t es un elemento de este intervalo,
entonces el drea bajo la curva, en el intervalo [a, t] es una funcidn de t, definida por:

t
AL(H) = [, fx)dx = A(D)
Esta funcion corresponde al area de la region sombreada en la figura 9.

Vamos a calcular la derivada de esta funcidn: siendo F una primitiva de f, tenemos que
, t , .
A'(t) = D, [fa f(x) dx] = D,[F(t) — F(a)] = F'(t) = f(t), es decir:

t
Do [ £e x| = £ (6)

’--\C: y= f(x) /“\
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Figura 9



Este resultado se conoce como teorema fundamental del cdlculo. Por ejemplo, tenemos que
t
D; [fz cos(e*’) dx] = cos(et’).

5. ELAREA BAJO LA CURVA Y LA INTEGRAL DEFINIDA

Considerando la anteriormente expuesto, podemos afirmar que la integral definida de una
funcién, definida mediante la ecuacién (3), proporciona el valor del drea bajo la curva si la
funcién es continua y no negativa en el intervalo de integracién. Vamos a considerar ahora
la relacion entre la integral definida y el drea bajo la curva en distintas situaciones de
interés.

a) La funcidn es continua y positiva en todo el intervalo. En este caso la integral proporciona
el valor del drea bajo la curva.
Por ejemplo, si f es la funcion definida mediante f(x) = Inx, tiene como dominio al
conjunto de los nimeros reales positivos, y como f'(x) = % entonces f es creciente en
todo su dominio. Ademds, como f(1) = 0, tenemos entonces que f(x) = 0six > 1.
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Figura 10

De esta manera, la integral de la funcién desde 1 hasta un numero b, mayor que 1, sera
el drea de la regién sombreada en la figura 10, y estara dada por:

A(b) = flblnx dx
Consultando en una tabla de integrales obtenemos:
A(b) = flblnx dx =[xInx—x]|?=bInb—b+1
En la figura, b = 4.5, para el cual A(4.5) = 3.268 unidades cuadradas.

b) La funcion es continua y negativa en todo el intervalo. En este caso la integral
proporciona el negativo del valor del drea “sobre” la curva, es decir, del area de la regién
situada por debajo del eje x, por encima de la curva, y entre lasdosrectas x = ay x =
b. Esto se debe a que, en este caso, el valor de cada dA = f(x)dx es siempre negativo,
ya que f(x) < 0 en todo el intervalo, mientras que dx es siempre positivo. De esta
manera, la suma de todas estas cantidades (infinitesimales) negativas, también serd
negativa.



Este resultado nos indica que el valor de la integral puede ser negativo, pero no debe
olvidarse que el drea no puede ser negativa.

Por ejemplo, si f estd definida mediante f(x) = e™ — 2, entonces f'(x) = —e™* < 0
para toda x real, asi que la funcién es decreciente en todo su dominio. Como f(0) =
—1, entonces f es negativa desde 0 hasta infinito, asi que la integral de f desde 0 hasta
b (siendo b cualquier nimero positivo), serd el negativo del drea de la region
comprendida entre el eje x, la gréfica de f, el eje y y la recta x = b (figura 11).
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Figura 11

El valor de la integral es:
fobf(x) dx = fob(e_x —2)dx=[-e*-2x]lb=—-e?-2b+1

Si b = 4.5 (que corresponde ala figura 11), fobf(x) dx = —8.011, de manera que el
area de la regidon sombreada en la figura sera de 8.011 unidades cuadradas.

La funcion es continua y cambia de signo una o mds veces en el intervalo. Siendo la
funcién continua, sélo podra cambiar de signo en los puntos en los que se anula.
Podemos entonces considerar el valor de la integral, en el intervalo completo, como la
suma de las integrales en cada uno de los intervalos separados por los puntos donde la
funcidn se anula, obteniendo en cada uno de estos, una integral que corresponde a uno
de los dos casos anteriores.

De esta manera, las partes de la grafica que se encuentren por encima del eje x
contribuyen, en el valor total de la integral, con un valor positivo, mientras que las
partes que se encuentren por debajo contribuyen con un valor negativo. En este caso,
por lo tanto, la integral proporciona el valor de la diferencia entre la suma de las areas
de las partes situadas por encima del eje y la suma de las situadas por debajo.

Por ejemplo, para la funcién coseno, es decir, la definida mediante f(x) = cosx,
s [ . . , s

tenemos que la gréfica intersecta al eje x en cada uno de los nimeros 3 + km, donde k

es un entero. Consideremos la integral de cero a b, con b > 0 (figura 12), es decir:

1(b) = fob cosxdx =senb

Tenemos entonces que el valor de la integral de la funcién coseno, desde cero hasta b,
es precisamente el valor de la funcién seno en b.



Tomando en cuenta la periodicidad de la funcion, que implica algunas simetrias en la
curva, podemos retomar el caso de la regidn correspondiente a un cuarto de ciclo, es

decir, de cero a pi medios: | (g) = sen g = 1.

-
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Figura 12

Con base en este resultado, podemosm decir que la integral en el primer medio ciclo
(del eje y hasta la linea punteada en la figura), es decir, de cero hasta pi, debe anularse,
porque tenemos regiones con areas iguales por encima y por debajo del eje x: I() =
senm = 0.

Ahora supongamos que b = 2 + 1. Ya que el area desde 0 hasta 27 es cero, la integral
desde 0 hasta 2 + 1 debe ser la misma que la del intervalo de 2w a 2 + 1, que es el
area de la region sombreada en el lado derecho de la figura 12: I2r + 1) = I(1) =
sen 1 = 0.8415.

6. CALCULO DE INTEGRALES DEFINIDAS

Vamos a abordar ahora el calculo de una integral definida, cuando se hace un cambio de
variable, se integra por partes, o se utiliza una serie de potencias. Ademas veremos el
método del trapecio, que es, de los métodos numéricos mas utilizados, el mas sencillo de
aplicar, particularmente cuando el Unico auxiliar en el proceso es una calculadora comun.

Integracidén por partes. Sabemos que d(uv) = u dv + v du, de manera que u dv = uv —
v du y al integrar en el intervalo [a, b], se obtiene f; udv = f; d(uv) — f: v du, es decir:

b b
fudvzuvlﬁ—fvdu (7)

a a

. 3 .
Supongamos, por ejemplo, que deseamos calcular fl x3Inxdx.Siu=Inxydv = x3dx,
1 1 ,
entonces du = ;dx yv = Zx“, asi que, de acuerdo con (7), tenemos que:

3
1.3 1 1

= x3dx=(—x4lnx——x4)|
471 4 16

3.3 1.4 3
[Cx3Inxdx ==x*Inx
1 4 1 1

=1@3*m3-1* ) - 13" ~19 =3 -5=17.247



b
f f(x) dx - |
a
x = ¢(x) T
l T
@*(b)
f g (W)dW — T
¢*(a)
Figura 13

Integracion por cambio de variable. Sabemos que, si se hace el cambio de variable x =
¢ (w), entonces la integral [ f(x)dx se transformaen [ f[p(w)]d’'(W)dw = [ g(w)dw.

Ahora bien, si la integral es definida y tomamos en cuenta que los limites de integracion
indican el intervalo que recorre la variable de integracion, entonces estos limites deberan
ser sustituidos por los correspondientes valores de la nueva variable w. Es decir, sabiendo
que w = ¢*(x), tenemos que, cuando x = a, el valor de w serd ¢*(a), y cuandox = b, w
valdrd ¢*(b), de manera que los limites de integraciéon cambian segun se indica en la figura
13.

w

Figura 14

dx, entonces, al hacer la sustitucion w = vx — 1, tendremos

2
Por ejemplo, si I = fslov%

quew?=x—-1,x=w?+1ydx = 2wdw.
Por otra parte, para los limites de integracion (figura 14), tenemos que, cuando x = 5 el

valor de w = 2 y cuando x = 10, w = 3. De esta manera el valor de la integral propuesta
es:

2 w2+1)?
I = f510\/% dx = f:% Q2w dw) = 2f23(w2 +1)%dw



3
1= X dx=2f23(w4+2wz+1)dW=2 (§W5+§W3+W)|

5 x-1 2

1=2[%(35—25)+§(33—23)+(3—2] =2(243-32) +5(27-8) +2

10 x2 1676

I = — dx =——=111.73
f5 Vx—1 15

Uso de series de potencias. Cuando se recurre a una o mas series de potencias, para el

calculo de una integral definida, deberd tomarse en cuenta el intervalo de convergencia de

cada serie, ya que este debera ser un subconjunto del intervalo de convergencia de cada

una de las series utilizadas.

. 1senx
Por ejemplo, supongamos que se desea calcular fo

. dx. Asi pues, observando el

integrando podemos afirmar que, si se va a utilizar una serie de potencias, ésta debera ser
la de la funcién seno, cuyo intervalo de convergencia es el conjunto de todos los nimeros
reales. Asi pues, no hay ninglin impedimento para utilizar dicha serie.

; / . sen x .
Por otra parte, obsérvese que se busca el area bajo la curvay = — v en el intervalo [0,1]

(figura 15), y hay que recordar que esta funcién tiene una discontinuidad de hueco en x =
0, que es el extremo izquierdo del intervalo de integracién. Sin embargo, el drea bajo un
punto es la de un segmento de recta, que es cero, de manera que la existencia del hueco
no altera el valor del area buscada.

0.5

Figura 15
Ahora bien, el desarrollo en serie de potencias (alrededor del cero) esta dado por:

1 1 1
senx =x—=x3+=x>—=x"+ -
31 51 71

sen x

P . 1 1
Dividiendo tal serie por x, obtenemos =1—=—x?+=x*- ;xé + -+, y, por lo tanto:

1senx _ (Y4 LY 2,1 a_ 1 6 )

fo — dx—f0 (1 XXt - oxt 4 dx
1senx — (1 _r 2,14 1 5 ) =
fo — dx—f0 (1 XXt - oxt 4 dx =

1
1 1 1
= [x——x3 +—=x>—=x" + ”
3-3! 55!



1 1 1
=1 - — 4 — — — 4+ ...
TR T

Si consideramos sélo los cuatro primeros términos de esta serie, obtenemos:

[12RX gy = 1 — 0.055555 + 0.001667 — 0.000028 = 0.946084

En la figura 15 se puede observar que el drea bajo la curva es ligeramente menor que la del
cuadrado de lado 1, por lo cual el valor de la integral debera ser ligeramente menor que la
unidad, lo que concuerda con el resultado obtenido.

Integracion numérica: método del trapecio. Recordemos que una curva puede ser vista
como una poligonal con numero infinito de lados, uniendo, cada uno de ellos dos puntos
infinitamente préximos entre si. De acuerdo con esto, si la grafica de una funcidn esta toda
por encima del eje x, en todo un intervalo [a, b], y consideramos el intervalo dividido en un

, s . . b-a
numero N, infinitamente grande de subintervalos de longitud dx = —~ el valor de Ila

integral, es decir, el drea bajo la curva serd igual a la suma de areas de la infinidad de
trapecios de altura dx.

/T AT

a b \ a b \

Figura 16

Ahora bien, si en lugar de dividir en una infinidad de subintervalos, lo hacemos en un
. .. . . b—a , .
numero finito n de subintervalos, de longitud Ax = — el area bajo la curva, en cada

subintervalo, ya no coincide con el drea bajo el segmento rectilineo, pero si se aproxima a
este, sobre todo si Ax es pequeiia. En la figura 16 se muestra la grafica de una funcién en
un intervalo [a,b], que se ha dividido en 4 y 8 partes (izquierda y derecha,
respectivamente), y podemos observar que, con apenas 8 subintervalos ya se confunde la
suma de los trapecios con el drea bajo la curva. Veamos ahora cdmo calcular esta suma.

El area bajo el segmento rectilineo (figura 17), correspondiente al subintervalo [x_1, xx],

f o) +f (xg)
2

esta dada por 4, = Ax, asi pues, una aproximacion del area bajo la curva en al

intervalo [a, b], o mas precisamente, de la integral de la funcién en dicho intervalo, esta
dada por:

b - (eg—1)+f (xg) A
[} fOdx = By Ay = sy P 0 px = ZE50[F (er) + £ (0]

O bien por:



b Ax
[ redx = S5 10w + 207G + £G) + o+ FGon ) + £ G @

.- C:y= f(z) TN
f@e-)| | flar)
a Te—1 X b Az
Figura 17

. . ., l1senx
Como ejemplo vamos a obtener una aproximacion de fo . dx, lo cual fue hecho
anteriormente recurriendo a la serie de potencias de sen x.
Asi pues, siendo f(x) = Se; *a=0b=1 y proponiendo n = 4, tenemos que:

Ax = % =0.25,x9=0,x; =0.25,x, =0.5,x3 =0.75yx, =1

Entonces:
f(x()) = 1;
f(xy) = £(0.25) = =225 =~ 0.989616,

025
sen 0.5

f(xs) = £(0.5) = =222 = 0.958851,

f(xs) = £(0.75) = Z22° = 0.908852 y

0.75

fxa) = f(1) === = 0.841471

Al sustituir en (8), se obtiene:

[ dx = 222[1+ 2(0.989616 + 0.958851 + 0.908852) + 0.841471]

f; sen x

dx = 0.9445114

Que es un resultado semejante al obtenido mediante la serie de potencias.

Uso de tablas, calculadora y software especializado. En realidad, no se requiere ser un
experto en los métodos de integracién, aunque si es importante conocer cada uno de los
métodos antes descritos. En la actividad profesional podemos recurrir a software para
calculo numérico (para integrales definidas) e incluso simbdlico (para integrales
indefinidas). Lo verdaderamente importante es comprender por qué surge una integral en
un proceso de modelacidn y el significado de la integral en el modelo en cuestion.




En particular, si se utiliza geogebra para calcular, por ejemplo f14'51nx dx, primeramente,
introducimos la funcién (integrando) en el cuadro de entrada: f(x)=log(x) y aparecera la
grafica de la funcién, luego de lo cual introducimos la integral: Integral[f,1,4.5] y aparecerd
la regién de integracion resaltada en color (figura 18) y el valor (aproximado) de la integral,
tanto en el espacio de la vista algebraica como en la grafica misma (3.27, en este caso, si se
usa redondeo de dos cifras).
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Figura 18

En el estudio de las ciencias de la ingenieria, en un proceso de modelacién, resulta frecuente
que el elemento de la cantidad por determinar esté expresado en términos de un elemento
geomeétrico, como un arco curvilineo o el area de una regién plana, si se modela en el plano,
o el area o el volumen interior de una regién en el espacio.

Asi pues, resulta de interés el aprender a elegir un elemento de arco o del area de una
region en el planoy calcular la cantidad geométrica mediante la integracién (suma) de todas
las contribuciones elementales.



