OPERACION DE INTEGRACION Y CALCULO DE PRIMITIVAS

Hemos estudiado el Célculo diferencial, cuyo principio basico radica en observar los objetos,
no en su totalidad sino mas bien a través de una parte infinitamente pequena de estos. Mas
especificamente, como lo haria Newton, considerando que las cantidades manifiestan su
variacion con el paso del tiempo, podemos observar la variacidon de cada cantidad en un
intervalo infinitamente pequeiio de tiempo y comparar dos de estas variaciones entre si.

La operacidn basica fue entonces la de la diferenciacidn, es decir, el calculo de la diferencial,
la cual se definié como la variaciéon infinitamente pequefia de una cantidad variable, pero
que también la podemos considerar como una parte infinitamente pequefia de la cantidad
variable. Ahora vamos a considerar algo asi como “el camino de regreso”; es decir, vamos a
ver como recuperar el valor de la cantidad entera, mediante el conocimiento de una parte
infinitamente pequefia de la misma, a la que se denomina elemento.

1. DEFINICIONES Y PROPIEDADES BASICAS

Llamaremos integracion a la operacién inversa a la diferenciacién. Es decir, si la diferencial
de F(x) es dF(x) = F'(x)dx = G(x)dx, entonces diremos que la integral de G(x)dx,
denotada por [ G(x)dx es F(x). Asi pues, por medio de la integracién se obtiene una
funcién cuya diferencial conocemos. Simbdlicamente:

[G(x)dx = F(x) sidF(x) = F'(x)dx = G(x)dx, (1)
es decir, si F'(x) = G(x)

Por ejemplo, sabemos que d(2x3) = 6x%dx, por lo tanto [ 6x%dx = 2x3. Andlogamente
J 2x cos(x?) dx = sen (x?2), ya que d(sen (x?)) = 2x cos(x?) dx.

Por otra parte, si F'(x) = G(x), diremos que F es una primitiva (o antiderivada) de G. Por
ejemplo la derivada de 2x3 es 6x2, asi que 2x3 es una primitiva de 6x2.

Ahora bien, considerando que la diferencial de una constante es cero, podemos afirmar
que:

Si F es una primitiva de f, entonces F + C también es una primitiva de f (2)

En efecto, suponiendo que F es una primitiva de f y que C es una constante, entonces
D,(F(x)+C)=D,F +D,C =F'(x)+0=F'(x) = f(x). Por lo tanto:

[ G(x)dx = F(x) + C, siempre que F'(x) = G(x) (3)




Aqui leeremos “la integral de G(x)dx es F(x)+ C”. Llamaremos a C constante de
integracion.® Asi pues, mientras que la derivada de una funcién dada es Unica, hay una
infinidad de primitivas de la misma funcién; por ejemplo, el conjunto de primitivas de 6x>
es la familia de funciones x° + C.

Esta situacién establece una diferencia notable entre las operaciones de diferenciacién (o

de derivacién) e integracion, de manera que estas no resultan exactamente inversas. La

derivada (y, por lo tanto, la diferencial) de una funcién es Unica, mientras que la primitiva
2

no.

En otras palabras, mientras que las derivadas de funciones iguales son iguales el reciproco
no es cierto. Asi pues:

Si las derivadas de dos funciones son iguales, entonces las funciones difieren
en una constante: (4)

ff)=9'x) = f)=g&)+C

Por ejemplo, sabemos que D,(sec’x) = 2secx (secxtanx) = 2sec®?xtanx y que
D, (tan?x) = 2tan x sec?x. Asi pues D, (sec?x) = D, (tan?x), sin embargo las funciones
no son iguales (sec?x # tan?x) pero si difieren entre ellas en una cantidad constante, ya
que sec?x — tan’x = 1.

Una proposicién equivalente a (4), que se utiliza en ocasiones en textos de ciencias basicas
y de la ingenieria, es la siguiente:

Si dos funciones dadas son iguales, dos primitivas de ellas cualesquiera,
difieren entre si por una constante:

(5)
fO) = g(k) = jf(x) dx = fg(x) x4 C

Para terminar con este punto, referente a la diferenciacion y la integracién como
operaciones inversas, consideraremos las siguientes proposiciones:

DJF(x)dsz(x) (6)

f dF(x) =F(x)+C (7)

1 Es debido a la constante que se habla de la integral indefinida, ya que el valor de la funcién obtenida no esta
plenamente definido mientras no se halle el valor requerido de la constante de manera que se satisfaga alguna
condicién particular.

2 Por eso es que podemos hablar de la derivada de una funcion, pero no de la primitiva, sino de una primitiva
de una funcién.



La validez de estas igualdades es relativamente facil de probar. Si G es una primitiva de F,
entonces D [ F(x)dx = D(G(x) + C) = G'(x) = F(x). Por otra parte, tenemos que
[dF(x) = [ F'(x)dx = F(x) + C.

2. CALCULO DE PRIMITIVAS

Los parrafos anteriores nos permiten afirmar que, la operacidn de integracién consiste en
obtener una primitiva de la funcién integrando. Asi pues, vamos a considerar, ahora,
algunas técnicas para el calculo de una primitiva de una funcién dada, comenzando con el
caso en que el integrando pueda identificarse en una tabla y, posteriormente, se veran
algunos procesos que se utilizaran para ciertos tipos de integrando.

Se han incluido sélo algunos ejemplos porque, en el momento que se lo requiera, las
primitivas podran obtenerse mediante algun programa de manipulaciéon simbdlica, como
geogebra, e incluso, como aquellos con los que cuentan algunas calculadoras.

Propiedades de linealidad. Antes de atender las técnicas para el calculo de primitivas,
debemos considerar dos propiedades basicas de la operacidn de integracion, las cuales son
llamadas propiedades de linealidad y que se pueden enunciar como sigue:

(a) La integral del producto de una constante y una funcidn es igual al producto de la
constante y la integral de la funcién. Es decir:

fcf(x)dx =cff(x)dx (8)

(b) La integral de una suma de funciones es igual a la suma de las integrales de las
funciones. Es decir:

J[f(x)+g(x)] dx = Jf(x) dx+fg(x) dx (9)

Para probar estas proposiciones consideremos dos funciones ¢ y ¥, que sean primitivas de
f'y g, respectivamente, de manera que ¢'(x) = f(x) yy'(x) = g(x), asi que:

Jfe)dx=¢(x)+C y JgG)dx =y(x) +C,
Bajo este supuesto tenemos que:
Dylc p(x)] = ¢ Dxp(x) = c ¢'(x) = ¢ f(x)
Asi que:
Jefdx=cpx) =c[[f)dx—C]=c[f(x)dx+C (a)
(ConC = —c ()
Por otra parte:
Dy[¢p(x) +y ()] = ¢'(x) +v'(x) = f(x) + g(x)

Por lo tanto:



JIFG) + gl dx = [¢(x) +y ()] + C5 = p(x) +y(x) + C5
=[[f)dx = Ci]+[[ g(x)dx — C,] + C5
JIFG) + gl dx = [ f(x)dx + [ g(x) dx + C (b)
(ConC =—-C; — C, + C3)
Ahora bien, debido a que, al calcular las integrales, es decir, al obtener las primitivas, se

debe incluir la constante de integracion, no resulta necesario indicar la constante C que
aparece en las ecuaciones (a) y (b), por lo que estas generalmente se escriben como (8) y

(9).

Integrales elementales. Utilizando las reglas o teoremas de diferenciacion podemos
obtener las correspondientes formulas de integracion.

Por ejemplo, sabemos que d(sen u) = cosu, por lo tanto:
fcosudu= [d(senu) =senu+C (c)
Donde u es una funcidn de otra variable, esto es, de la variable independiente.

Por ejemplo, si queremos calcular f x cos(3x?) dx, al comparar con (8c) vemos que, siu =
3x?, entonces du = 6x dx. Asi pues, recurriendo a la propiedad de linealidad 8,
multiplicando y dividiendo el integrando por 6, obtenemos que:

[ xcos(3x?) dx = f%(6x) cos(3x%) dx = %f cos(3x?%) (6xdx) = %sen (Bx»)+cC

De igual manera podemos obtener formulas similares a (c), a las que denominaremos
formas elementales, las cuales pueden encontrarse en cualquier libro o manual que
contenga tablas de integrales. En este documento las encontramos al final del texto. Una
de ellas, que aparecera con frecuencia, es la de la potencia de una funcidn:

[u™du = ﬁu”“ +c¢, n=*-1 (d)

Resulta muy importante, aqui, tener en mente (o muy a la mano) las reglas de la derivacion,
ya que debemos reconocer en du, la diferencial de la funcién que aparece como base en la
potencia. Por ejemplo:

fcos 2x dx

sen32x

Si reconocemos que cos 2x es parte de la derivada de sen 2x, tenemos que d (sen 2x) =
2 cos 2x dx, asi que, recurriendo nuevamente la propiedad de linealidad (8) podemos
escribir:

cos2x dx __ _3 l
] onizr = [(sen 2x)73 (2 cos 2x dx) (2)
Ahora aplicamos y aplicamos la férmula (d), con u = sen 2xyn = —3:
cos2x dx __ l _3 _ li _2
J gl s [(sen 2x)73 (2 cos 2x dx) = o (sen2x) % +c
fcoszicdx:_l(senzx)—z_i_cz_ _ +c
sen°2x 4 4 sen<2x



Integracion de (algunas) funciones racionales. Sabemos que todo polinomio se puede
factorizar de manera tal que cada uno de sus factores sea lineal o cuadratico. Por otra parte,
también sabemos que toda funcién racional impropia puede expresarse como la suma de
un polinomio y una fraccidn propia, y que esta fraccién propia puede a su vez expresarse
como la suma de fracciones parciales con denominador lineal o cuadratico.

De esta manera, el calculo de una primitiva de una funcién racional dada se reduce a la
aplicacion de técnicas algebraicas, como la de factorizacidn (que puede a su vez requerir de
la busqueda de raices), la division de polinomios y la descomposicién en fracciones
parciales. En textos de algebra puede encontrarse la informacién correspondiente a esas
técnicas, aqui sélo indicaremos como se emplean en el cdlculo de primitivas.

. . x+1 , .
Supdngase, por ejemplo, que deseamos calcular fmdx. Asi pues, la fraccion del
integrando es propia y se puede descomponer en fracciones parciales:

X+l __x+1 A " B " < _ Ax(x—1)+B(x—1)+Cx?
x3-x2  x%(x-1) x x2  x-1 x2(x—1)
Asi que:
x+1=Ax>—-Ax+Bx—B+Cx*=(A+C)x*+(B—A)x—-B
De donde: A+C=0, B—-A=1 'y —-B=1

PorlotantoB = —1,A= -2y C = 2, asi que:
x+1 -2 -1 2

x3—x2

f 1 dx = —21n|x|+%+21n|x—1|+C

x3—x2
O bien, aplicando propiedades de los logaritmos:

(x—1)2
x2

[Fsdx==+In +C

x3—x2

Consideremos ahora una funcion impropia, por ejemplo supongamos que deseamos

3 2
x°+x“+1
calcular [ ———dx

En este caso aplicamos el algoritmo de la divisidon para obtener el cociente y el residuo que

34x2+1

e e g 1
resultan al dividir x3 + x2 + 1 entre x + 1. Al hacerlo obtenemos > —— = x? + — Y, por

lo tanto:

fx3+x2+1
x+1

dx=fxzdx+fﬁdx=§x3+ln|x+1|+C

Integracion de (algunas) funciones irracionales. Cuando el integrando es una funcion lineal
encontraremos facilmente la primitiva, si en cambio es una funcién cuadratica es posible
gue tenga que hacerse algun ajuste para expresar el radical de manera que corresponda a
una de las incluidas en la tabla. Por ejemplo supongamos que deseamos calcular

f dx
V2x?2—ax+1



Observando el radicando veremos que, aparentemente, no corresponde a una de las formas
contenidas en la tabla. Sin embargo, al completar el cuadrado en el radicando obtenemos:

/ = = ===
V2xZ-4x+1 V2(x2-2x)+1 V2(x2-2x+1)-1 J2(x-1)2-1

Ahora si podemos completar la forma correspondiente a Vu? — a? en el denominador, con
du en el numerador:

dx

\2dx
J 5=
V2x2— 4x+1 /\/_(x ] _12 vz ,[\/E(x—1)]2—12
f—m=%1n|\/§(x—1)+ VZXZ —4X+1| +c

Integracion por partes. Integrar una suma de funciones resulta tan simple, o complicado,
como integrar cada uno de sus términos, ya que, de acuerdo con la propiedad de linealidad
(9) la integral de una suma es la suma de las integrales. Sin embargo, cuando el integrando
es un producto, no podemos hacer lo mismo, ya que la derivada de un producto no es igual
al producto de las derivadas de los factores.

Podemos, sin embargo, partir de la regla para la diferenciacion de un producto, para
obtener lo que se conoce como férmula de integracion por partes, la cual resultara
especialmente Util cuando el integrando sea un producto de funciones. Para ello
consideremos que:

d(uv) =udv + v du, udv=duv) —vdu

De donde, de acuerdo con (6.4), (6.9), y (6.6), tenemos que:
Judv = [[dww) —vdu]l+C, = [duv) — [vdu+C,
Judv=w - [vdu+Cs

Podemos eliminar la constante en esta férmula, siempre y cuando recordemos ponerla al
calcular la integral del lado derecho. De esta manera, la formula de la integracidon por partes
generalmente se escribe como:

fudv=w - [vdu (6.10)

Cabe mencionar aqui, que resulta conveniente utilizar esta igualdad siempre que la integral
de v du sea mas facil de calcular que la de u dv, o bien cuando, al aplicarse repetidas veces,
se pueda calcular la integral buscada mediante un procedimiento algebraico. Por otra parte,
dada una funcién integrando en forma de producto, es posible identificar los factores en
mas de una forma, por lo que en ocasiones serd necesario probar varias opciones antes de
tener éxito.

Veamos un primer ejemplo, en el que el integrando es el producto de dos funciones
trascendentes, ambas con derivadas ciclicas:

I =[e*cos3x dx



Debido a que ambas funciones (exponencial y coseno) tienen derivada ciclica, parece que
daria lo mismo cual de ellas identificamos con u y cual con dv. Probemos con:

u=e?* y dv = cos 3x dx
De manera que:
du = 2 e®*dx y v=§sen 3x
Al sustituir en (10) obtenemos:
I=[e*cos3x dx = g e**sen 3x — gf e**sen 3x dx

Al parecer no hemos ganado nada, ya que la nueva integral es similar a la propuesta. Sin
embargo, al aplicar nuevamente la integracién por partes, con u = e?* y dv = sen 3x dx

obtenemos du = 2 e**dx yv = —gcos 3x dx, asi que:

1 2 1 2
I=[e*cos3x dx =7 e*sen3x -3 [—gezxcosfix +3 [ e* cos 3x dx]

Observamos ahora que la integral que aparece al final es aquella que deseamos calcular.
Escribimos entonces:

[ =1 e*sen3x +2 e?*cos3x — = I
3 9 9
Asi que solo hay que despejar !

4 1 2
I+51=3 e?*sen 3x +5 e?*cos3x,

13 1 2
SI1=3 e%**sen 3x + 5 e?*cos3x,

9 |1 2 3 2
[ =— [— e**sen 3x + = ezxc053x] == e®*sen 3x + — e**cos3x + ¢
1303 9 13 13

Cuando el integrando es el producto de una potencia de la variable y una funcién
trascendente (con derivada ciclica), es una regla practicamente general elegir la potencia
como u y la funcién trascendente como dv, de manera que, al hacer la integracién por
partes, la nueva integral tenga otro producto en el que el exponente de la potencia se ha
degradado en la unidad. Al aplicar esto repetidas veces se llega a una integral cuyo
integrando es sélo la funcidn trascendente y podremos calcularla con una tabla.

Sin embargo, cuando la derivada no es ciclica, es probable que la eleccion correcta sea al
contrario. Como ejemplo vamos a calcular f x3Inx dx.

Sise elige u = x3 y dv = In x nos enfrentamos con el problema de encontrar una primitiva

. . . 1
de In x. Si, en cambio se elige u = Inx y dv = x3, tendremos entonces que du = —yv=
4
x:, y al sustituir en (10) se obtiene:

) ()~ ()% =20 2

4 X 4

[x3Inxdx

4 4
fx3lnxdx=w—l(x—)+C=lx4lnx—ix4+C
4 a\a 4 16



Integracion por cambio de variable. Supdngase que se desea calcular:

Jf(x) dx (e)
Supongamos ahora que se introduce el cambio de variable (w en lugar de x) definido por:
x = ¢w) (f)

De esta manera dx = ¢'(w)dw, y al sustituir en (e), tenemos que:
[f)dx = [ flpw)]¢"™dw = [ g(w) dw = G(w) (8)

Donde G es una primitiva de g.

Asi pues, si nos parece mas facil obtener una primitiva de g que de f, un cambio de variable
como (f) resulta conveniente. Ahora bien, la primitiva buscada debe ser una funcién de la
variable dada x, mientras que al integrar g(w) obtenemos una funcién en una nueva
variable w.

ff(x) de (1) FG+C
| !
x=¢Ww)
I 1
jg(W)dW __(3)_> Gw)+C
Figura 1

Para expresar la primitiva obtenida en términos de la variable original debe utilizarse la
funcién inversa de aquella que fue introducida en el cambio de variable. Es decir, si de (f) se
despeja w, tendremos:

w=¢*(x) (donde ¢* eslafuncién inversa de ¢)

Si ahora se sustituye en (g), se obtendra la expresion buscada:

[ ) dx = Gw) = G(p"(x))

Por lo tanto, para que pueda aplicarse este cambio de variable se requiere que ¢ sea una
funcién inyectiva. El procedimiento antes descrito se muestra mediante el esquema
mostrado en la figura 1.

. , x?
Por ejemplo, supdngase que se desea calcular fﬁdx.

Si buscamos en una tabla de formas elementales de integracidon, muy probablemente no
encontraremos una que corresponda al integrando. Ahora bien, observando que el

integrando tendria un “mejor aspecto” si no tuviera el radical, se propone w = +v1 — x de



maneraquew? =1 —x,x = 1 —w? ydx = —2w dw. Al sustituir en la integral propuesta
se obtiene:

[ dx = (92 ow dw) = —2 [(1— w?)? dw
V1i—-x w

=2[(1-2w?+whHdw = —2(w—§w3 +§W5)+C
Finalmente, al sustituir wpor V1 — x para obtener la primitiva obtenida, en términos de la
variable original, x, obtenemos la primitiva buscada:

xZ

f\/l—x

Sustituciones trigonométricas. En el caso que el integrando es una funcién algebraica que

1 4 32 5
dx = -2(1—-x)z +§(1—x)2—g(1—x)2+C

contiene radicales de la forma Va2 + u?, Va2 — u? o vu? — a2, puede resultar util un
cambio de variable que, recurriendo a una identidad trigonométrica, transforme el
integrando en una expresién que no contenga radicales.

Por ejemplo, si en el integrando aparece el radical Va? + u?, entonces, al haceru = atanz
se tendra:

Va? + u? =Va? + a?tan?z = aV1 + tan?z = aVsec?z = asecz

De esta manera el integrando ya no tendra un radical, aunque ahora aparece una funcion
trigonométrica, que antes no estaba.

La expresion: mediante el cambio de se transforma en:
variable:
m u=atanz asecz
a2 — u2 U =acosz asenz
Uz — a2 u=asecz atanz
Tabla 1

En la tabla 1 se indican, para los tres casos distintos considerados, los cambios de variable
requeridos para transformar un integrando con radicales en otro en el que aparecen
funciones trigonométricas, pero no radicales.

V4—x2

Por ejemplo, si se desea para calcular f dx, de acuerdo con lo indicado en la tabla, se

propone x = 2 cosw, de manera que 4 — x2 = 4 — 4 cos?w = 4(1 — cos?w) = 4 sen’w,

y V4 — x2 = V4 sen?w = 2 sen w. Ademas dx = —2 sen w dw, por lo que al sustituir en
la integral se obtiene:
Va4—x2 2 _ 2
f 4xx dx = stenw(_2 senwdw) -2 fsen de -2 J-l cos de

2cosw cosw cosw




fmdx _ _zfl—coszwdw _ _zfﬁdw+2fcosw dw

X cosw

= —2[secwdw + 2 [ cosw dw = —2In(secw + tanw) + 2 senw + C

Para expresar esta primitiva en términos de la variable original, x, hay que tomar en cuenta
. . . X .z .
el cambio de variable propuesto x = 2 cosw (o bien cosw = 5). Esta relacién determina

un triangulo rectangulo en el que uno de sus angulos agudos es w, el cateto adyacente a
este es x, y la hipotenusa es 2 (figura 2).

B
2
CB
w
A T c
Figura 2
Tenemos entonces, por el teorema de Pitagoras:
x% + CB? = 22, CB2 =4 — x?
De manera que CB = V4 — x2 y, por lo tanto:
2 Va—x2 Va—x2
secw = —, tanw = y senw = —

Al sustituir en la integral se obtiene:

J 4;x2dx=—21n(§+4+xz)+v4—x2+C

Uso de series de potencias. Al igual que en otras circunstancias, el recurso de las series de
potencias puede resultar muy util para el cdlculo de una primitiva de una funcién dada,
siempre y cuando se considere que la funcidén (primitiva) obtenida tiene como dominio el
intervalo de convergencia de la serie utilizada, o la interseccidon de los intervalos de las
series, en el caso de que se use mas de una.

. . In(1 . .
Por ejemplo, si se desea calcular f%dx y recurrimos al desarrollo de la funcién
logaritmica, obtendremos:
1 1 1
In(1+x) =x—-x?+5x° —-x* 4 (-1<x<1)

Al dividir entre x obtenemos:

In(1+x)
— =

1—%x+§x2—ix3+--- (-1<x<1)

De manera que:



In(1+x) _ B VRIS J v BT
IT—I(l “x+sx?—ox% + )dx

fln(1+x) _

izl L -
" X—=x°+5x’ —Sxt + (-1<x<1)

Uso de calculadora y software especializado. Resulta deseable tener un buen dominio de
las diferentes técnicas para el calculo de primitivas, sin embargo, lo que resulta primordial
es reconocer que la operacion de integracién es la inversa de la diferenciaciéon y poder
seguir y entender el procedimiento cuando esto se hace en algun texto de ciencias basicas
o de la ingenieria.

Asi pues, obtener una gran habilidad en el calculo de primitivas no debe resultar una gran
preocupacion en el estudiante, y si lo debe ser, en cambio, el aspecto conceptual.

Un software que resulta de mucha utilidad en el estudio del calculo, es Geogebra, el cual
proporciona la regla de correspondencia de la primitiva con constante cero, asi como la
grafica de la misma. Por ejemplo, si f esta definida mediante:

f(x) =cosx —xsenx

Entonces tenemos, integrando por partes el segundo término, obtenemos que:
[f(x)dx = [(cosx — x sen x)dx = xcosx + C

Asi que la funcidn primitiva, correspondiente al valor cero de la constante es:

F(x) = xcosx

f(x) = cos(x) — & sen(x)

Figura 3



Si usamos geogebra e introducimos la funcién f (en la entrada algebraica) aparecerd la
curva (en color verde) que se muestra en la figura 3.

Si ahora introducimos “Integral[f]”, aparecera la curva en color rojo, que es la grafica de
F(x) = x cos x. Podemos observar que los maximos y minimos de la curva roja (funcién
primitiva) corresponden a las de la verde (funcién derivada).



