INCREMENTO Y DIFERENCIAL

DEFINICIONES

El cambio o incremento de una variable no es mds que la diferencia entre dos de sus valores,
esto es, el valor “nuevo” menos el original, mientras que una razén de cambio es el cociente
de dos de tales incrementos.

Ahora bien, con frecuencia interesard conocer cémo estan relacionados los cambios de las
distintas variables que intervienen en un fendmeno, particularmente para hacer
predicciones —con un grado aceptable de certidumbre—de lo que ocurrira con el valor de
alguna variable en particular (variable dependiente o funcidn), sabiendo o suponiendo
como cambiara el valor de otra de ellas (variable independiente o simplemente variable).

Esto puede hacerse con relativa facilidad cuando se conoce la regla de correspondencia
entre las variables de interés, ya que en tal caso sélo hay que evaluar la funcién en los
puntos de interés y calcular la diferencia. Sin embargo, hay situaciones—durante el proceso
de modelacién de un fenédmeno, o cuando la informacidén disponible es, por ejemplo, una
tabla de valores— en que no se conoce la regla de correspondencia. En tales casos resulta
sumamente Util poder estimar la magnitud del incremento de la funcién a partir de la
magnitud del incremento de la variable y de la informacidn disponible en el “punto de
partida”, es decir, de lo que se conoce de la funcion para el valor original o inicial de la
variable, como el valor de la funcién o la rapidez con la que cambia su valor en ese punto.

Debido a que el eje de abscisas (donde se mide la variable) se recorre siempre,
convencionalmente, “de izquierda a derecha”, el incremento de la variable se considerara
siempre positivo. De esta manera, si f es una funcion definida por y = f(x), e interesa
observar qué pasa con la funcién cuando la variable x cambia su valor de b a w, entonces
el incremento de x esw — b y el de la funcién f(w) — f(b). En general:

incremento = valor final — valor inicial

Usualmente se simboliza un incremento mediante una letra A (delta mayuscula), de manera
gue el incremento de una variable x sera:

Ax = xp — x; (1)
Donde x; y xr son, respectivamente, los valores inicial y final de x.

Ahora bien, si el incremento de la variable es infinitesimal, es decir, si los valores inicial y
final de la variable difieren en una cantidad infinitamente pequefia, el incremento se
llamara diferencial, en cuyo caso se usara una d en lugar de la A. Asi pues, dx denotard un
incremento infinitesimal de la variable x.

De esta manera, siendo f una funcién definida por y = f(x), y suponiendo que x tiene un
valor inicial x y un incremento dx (y, por lo tanto, un valor final x + dx), se dird entonces
que el correspondiente incremento de la funcion —el cual, suponiendo continuidad en la
funcién, se espera que sea también infinitesimal— es la diferencial de la funcion, es decir:



df (x) = f(x + dx) — f(x) (2)

Por ejemplo, si y = x?, entonces dy = d(x?) = (x + dx)? — x? = x? + 2x dx + (dx)? — x? =
2x dx + (dx)?, sin embargo, sélo se conservara el término principal, asi, que d(x?) = 2x dx.

CALCULO DE DIFERENCIALES

Si se conoce la regla de correspondencia de una funcién, su diferencial puede hallarse
mediante la ecuacién (2), sin embargo, el proceso puede agilizarse considerablemente si se
conocen las reglas para diferenciar cada una de las funciones algebraicas y trascendentes
de mayor uso en las ciencias basicas y de la ingenieria. Al final de este documento se anexa
una tabla con la lista de estas reglas.

Teoremas basicos y funciones algebraicas
A2. Suma o diferencia de funciones
dlutv+w)=dutdv+dw

Prueba: si las variables u, v y w tienen incrementos du, dv y dw, respectivamente,
entonces:

du+v—-—w)=[u+duw)+@w+dv)—w+dw)] - (u+v—-—w)
du+v—-—w)=u+dut+tv+dv—w—-—dw—-—u—-v+w=du+dv—dw
A3. Producto de funciones
dluv) =udv+vdu
Prueba: si las variables u y v tienen incrementos du y dv, respectivamente, entonces:
duv) =(u+du)(v+dv)—uwvw=uwv+udv+vdu+dudv—uv
d(uv) =udv+vdu+dudv

Pero el término du dv es el producto de dos infinitesimales, asi que es infinitamente
pequefio respecto de du y de dvy:
d(uv) =udv+vdu

El teorema A4 es una consecuencia directa de A3 y de considerar que una cantidad
constante no cambia su valor por lo que su diferencial es cero (Al). El teorema A5 se

puede obtener de manera analoga a A3, o bien, partiendo de w = % para obtener u =

vw y aplicar entonces A4 para obtener du y de ahi despejar dw = d (%)

A6. Potencia de una variable
du™ = nu" ldu

Prueba: si la variable u tiene un incremento du, entonces:

n

du™) = (u+dw)" —u" = [u(1+i—u)]n—u”=u"[1+%u —u"

Desarrollando la serie binomial, se obtiene:



d(u™) = u" [1 +n % + o(duz)] —u" = u™ + nu" tdu + o(du?) — u"
d(u™) = nu™ tdu + o(du?)

Al conservar sdlo el término principal se concluye la prueba. El teorema A7 se obtiene de
A4 y A6, mientras que A8 se obtiene de A6 conn = %

Aplicando estos 8 teoremas se puede calcular la diferencial de cualquier funcién algebraica.

Por ejemplo, siy = f(x) = Vx? + 3x, entonces:

dy = d(M) = % (por A8)

dy = d(\/xZ-I-—Sx) = % (por A2)
d(M} = % (por A6 y A7)
d(Vx7 +3x) = = dx

Funciones trascendentes
Funciones trigonométricas directas (TD)
TD1 d(senu) = cosu du
Prueba: si la variable u tiene un incremento du, entonces:
d(senu) = sen(u + du) — senu = senucosdu + cosu sen du —senu

Considerando ahora que du es infinitesimal, tenemos que sen du = du y cosdu =1,
de manera que d(senu) = sen u + cosu du — sen u = cos u du.

TD2 se prueba de manera andloga, y el resto de los teoremas para las funciones
trigonométricas directas se pueden probar con base en estos resultados y en algunas
identidades trigonométricas.

Funciones trigonométricas inversas (Tl)
1
TIl1  d(arcsenu) = — du

Prueba: si u = sen v, entonces v = arcsenu Yy si las variables u y v u y v tienen
incrementos du y dv, respectivamente, entonces du = d(sen v) = cos v dv, de donde
despejamos dv para obtener:

du du 1
dv = = du

cosv  Vi-senZv vVi-uZ

Es decir dv = d(arcsen u) = %uzdu

El resto de los teoremas relativos a las funciones trigonométricas inversas se prueban
de manera similar, recurriendo a los teoremas TD y algunas identidades trigonométricas.

Funciones exponenciales y logaritmicas (EL)



Recordemos, primeramente, que la grafica de una funcién exponencial definida mediante
y = f(x) =a*, con a > 1, es una curva creciente, que pasa por (0,1). Ademas, para
valores de a cada vez mas proximos a 1, la curva se va haciendo “mds horizontal”,
pareciéndose cada vez mas a la recta y = 1, mientras que, para valores de a cada vez mas
grandes, la parte que queda del lado positivo de las x se hace cada vez “mas vertical”,
aproximandose al eje y, tal como se muestra en la figura 1 (izquierda).

Podemos considerar entonces los casos extremos, el de a = 1, para el cual la gréfica es la
recta y = 1y a infinitamente grande (a = o), para el que la grafica (para valores positivos
de x) es el eje y que queda por arriba del origen.

Si ahora consideramos un cuadro infinitamente pequefio, con centro en (0,1), se verd un
conjunto de rectas, que son parte de las tangentes a las curvas en el punto (0,1), como se
muestra en la figura 1 (derecha). Para el caso extremo a = 1 se tendrd larecta y = 1, con
pendiente 0, mientras que para a = oo se tendrd la recta x = 0, con pendiente infinita.

Figura 1

Si suponemos que la variacidn entre estos casos extremos se da en forma continua,
entonces debera haber una recta con pendiente igual a la unidad, para algun valor de a. El
matemadtico suizo Leonhard Euler (a mediados del siglo XVIII) denoté con e al valor de a,
para el cual, el valor de m es la unidad (m = 1).

Ahora bien, siendo y = f(x) = a¥, la parte de su grafica infinitamente cerca del punto
(0,1) sera una recta de pendiente m, y estos niumeros (a y m) estaran relacionados entre
si (figura 2) de acuerdo con:

fldx)=a*®*=1+TQ=1+mdx
Asi pues, a®* = 1 + m dx, y comom = 1 cuando a = e, tenemos que:

e =1+dx (3)

Habiendo obtenido este resultado podemos, ahora si, obtener la diferencial de la funcién
exponencial. Asi, considerando y = f(x) = e* entonces d(e¥) = e*T¥ — g¥ = g¥e4¥ —
e* = e*(e®™ —1). Pero e®™ =1 + dx (ecuacién 3), asi que d(e*) =e*(1+dx—1) =
e*dx, lo que prueba el teorema EL1.

Por otra parte, si u = e", de manera que w =1lnu, y si las variables u y w tienen
incrementos du y dw, respectivamente, entonces du = e"¥dw y al despejar dw se obtiene:



dw = d(Inu) =d—x—ﬂ

e

f(d)

1.01 1

1.005 4

A=(0, ]) T y=1
' dx

Figura 2

Con esto se demuestra el teorema EL3. Por ultimo, EL4 se obtiene al aplicar un cambio de
base en EL3. EL2 se obtiene a partir de EL4. Los teoremas relativos a las funciones
hiperbdlicas se obtienen a partir de las definiciones para senh u y coshu, asi como las
identidades correspondientes a esta familia de funciones.

Cabe mencionar que resulta conveniente ejercitarse en el cdlculo de diferenciales, hasta
asegurarse (con ayuda de una tabla como la que aqui se anexa) que se puede obtener la
diferencial de cualquier expresién algebraica o trascendente. Aqui sélo se mostraran, con
dos ejemplos, los procedimientos correspondientes. En el primer caso se obtendra la
diferencial de una variable que se da en funcién de una segunda variable, y en el segundo
se diferenciara una ecuacién en dos variables, es decir, unade laforma R, (x,y) = R,(x, y).

Para el primer ejemplo consideremos la funcion definida mediante y = f(x) =

V9 — cos?x, de manera que:

d(9—cos?
dy = d(V9 — cos?x) = % (por A8)
_d(9)—d(cos?x)
dy ~ 2vV9—cos?x (por A2)
__ 0—2cosxd(cosx)
dy = N (por Aly Ab6)
__ —2cosx (—sen x dx)
dy = 2v9—cos2x (por TD2)
d(\/9 - coszx) = %dx

En general, si se tiene que y = f(x), al calcular la diferencial se obtendra una ecuacién de
la forma dy = ¢(x) dx.

Supongamos ahora que las variables x y y estan relacionadas mediante la ecuacion e*ly =
2x%y3. Al calcular la diferencial en cada parte de la ecuacién, se tendra:

d(e*”) = d(2x%y®),

e*/vd (i) = 2d(x?y?) (por EL1 y A4)
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ex/yydxy;xdy = 2[x2d(y?) + y3d(x?)] (por A5y A3)

ex/yyy% — eX/y % = 2[x2(3y?%dy) + y3(2x dx)] (por A6)
x/yl_ 3 —pXIV X _ 6424,2 =

(e y 4xy)dx+( e’ 6xy)dy 0

Si observamos el proceso podemos afirmar que, en general:

A partir de una ecuacién de la forma R(x,y) = 0, siempre se podra obtener,
calculando la diferencial en cada parte, y agrupando términos, una ecuacién de la
forma:

M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0

(4)

Esta ecuacion es llamada ecuacion diferencial porque involucra no sélo a las dos variables,
sino ademas las diferenciales de las mismas. A partir de esta ecuacién, cuando resulte

dy

necesario, se podria despejar —
, p pejar —~ dy

dx
F(x,y) o= G(x,y).

day

dx . .
0 —, obteniendo con ello ecuaciones de la forma o



ANEXO. TEOREMAS PARA EL CALCULO DE DIFERENCIALES

Funciones algebraicas
Ay d(c)=0
As dluv) =udv+vdu

As d (E) _v du—udv

v v2

A d(cu™) = cnu™ 1du

Funciones trigonométricas (circulares) directas

TD:  d(senu) = cosu du
TD:s d(tanu) = sec’u du
TDs d(secu) =secutanu du

Funciones trigonométricas (circulares) inversas

Th d(arcsenu) = %uz du

1
14+u?

Tls d(arctanu) = du

1
Tl d(arcsecu) = ———du
> ( ) |lulvuz-1

Funciones exponenciales y logaritmicas

ELi  d(e%) =e%du

ELs  d(nu) = %du

Funciones hiperbdlicas directas

Hi d senh u = coshu du
Hs d tanh u = sech?u du du
Hs dsechu = —sechutanhu du

Funciones hiperbdlicas inversas

Hi,  d(asenhu) = (u? + 1) Y%du
Hizs  d(atanhu) = —(u? — 1) 'du

Ay
Ay

As

Ag

TD>
TDa
TDe

Tl

Tla

Tlg

EL;

ElLs

H>
Ha
He

Hlz

dlutv+w)=dutdv+dw
d(cu) =cdu

dw") = nu" du

du
dVu) =55
d(cosu) = —senu du
d(cotu) = —csc?u du
d(cscu) = —cscucotu du

d(arccosu) = —\/;_uzdu

d(arccotu) = — 0 du
d(arccscu) = — Iulx/%——l du

d(b*) = b*Inbdu

d(log,u) = — _du

ulna

d coshu =senh u du
d cothu = —csch?u du

dcschu = —cschu cothu du

d(acoshu) = (u? — 1)~ Y2qu



