APROXIMACION Y GRAFICACION

POLINOMIOS APROXIMANTES

Los polinomios son funciones que se evalian y con las que se pueden hacer operaciones
con relativa facilidad, razén por la cual fueron utilizados, desde los origenes del célculo, para
aproximar las demas funciones normalmente utilizadas, tanto las algebraicas como las
trascendentes. En este capitulo veremos coémo expresar ciertos tipos de funciones
algebraicas como un polinomio de grado infinito al que se denominara serie de potencias
de la funcién. Esto permitira, entre otras cosas, aproximar el valor de la funcién para un
valor dado de la variable, con tanta precisién como se desee y el instrumento de calculo lo
permita, evaluando para ello el polinomio aproximante correspondiente con el nimero
suficiente de términos.

Para ello consideraremos algunos conceptos relativos a las series de potencias. Asi pues,
siendo f una funcion real, supongamos que existen constantes reales ¢; (i = 1,2,3,...),
tales que, para cada x en un determinado subconjunto de los nimeros reales, que
asumiremos que es un intervalo que contiene en su interior al cero, se tiene que:

F(X) =co+ cix + cox? 4 o cpx™ + - (1)

En tales condiciones se dird que el segundo miembro de esta ecuacidn es el desarrollo en
serie de potencias de f (alrededor de cero) en el intervalo.

Los puntos suspensivos al final del lado derecho de la ecuacién indican que la suma continta
indefinidamente y que, sélo en tal caso, es decir, si el nUmero de términos es infinito, se
cumplira la igualdad. Si el nimero de términos es finito, el lado derecho de (1) es un
polinomio, que al ser evaluado para un valor dado de la variable proporcionara un valor
aproximado de la funcidn, obteniendo un error que se espera sea menor en cuanto mayor
sea el nimero de términos considerado. Asi pues, si se toma un numero finito de términos
y P, es el polinomio:

P,(x) =co + c1x + cx? + -+ cpx™ (2)

Entonces el error absoluto cometido al evaluar la funcién por medio de este polinomio, para
un valor x de la variable, sera:

eq = |f(x) = R ()| (3)

Y el error relativo correspondiente:

_ _ea _ |f(x)—Pn(x)
Clr@l b re

Ahora bien, si para un valor dado de x, el error e, puede hacerse tan pequefio como se
quiera, haciendo n suficientemente grande, diremos que la serie ¢y + ¢y x + cx% + -+
converge para ese valor de x. En caso contrario se dird que la serie diverge. Se sabe que,
por lo general, la serie convergerd para toda x en un intervalo al que se denominard

(4)
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intervalo de convergencia. Un polinomio como el expresado mediante (2) sera llamado
polinomio aproximante de grado n.

Por ejemplo, y como se verd mas adelante, el desarrollo en serie de potencias de la funcion
exponencial esta dado por:

f(x)=ex=1+x+%x2+%x3+%x4+-" (5)

Dicha serie converge para todo valor de x. De esta manera, al hacer x = 1, la serie debera

. 1 1 1 1 ; .
converger ae! = e, es decir, elvalorde P,(1) =1+ 1 + Pl vl Sl e debera ser mas
préximo al de e conforme mayor sea el valor de n.

En la tabla 1 se muestra el valor de B,(1), lo mismo que los errores absoluto y relativo
correspondientes, para algunos valores de n, y considerando que e = 2.718281828. Puede
observarse que, efectivamente, el error disminuye conforme se incluyen mas términos de
la serie.

n 2 4 6 8 10
P,(1) 2.5 2.70833 2.71806 2.71828 2.71828
ey 0.218282 9.95x 1073 | 2.26x107* 3.06 x 107 2.84x 1078
e, 8% 0.37% 83 x107° 1.13 x 107° 1x 1078
Tabla 1

Py(x)

Figura 1
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Por otra parte, a partir de la ecuacion (5) obtenemos los polinomios aproximantes de grados
1,2,3y4:

1
Pi(x) =1+« Pz(x)=1+x+;x2

1, 1 4 1, 1.3 1 4
P3(x)=1+x+;x +ox y P4(x)=1+x+5x toxt X

En la figura 1 se muestra la grafica de la funcion exponencial en negro y trazo grueso, y las
de los polinomios aproximantes en trazo delgado y en colores. En esta grafica podemos
observar, por un lado, que los polinomios estan “pegados” a la grafica de la funcidon
alrededor del punto (0,1), correspondiente a x = 0, y que la grafica del polinomio
permanece “pegado” a la gréfica de la funcidn, en una zona cada vez mas amplia, alrededor
de ese punto, a medida que el grado del polinomio es mayor.

SERIE BINOMIAL

Vamos a considerar ahora el desarrollo en serie de potencias de una funcién irracional.
Particularmente interesard obtener el desarrollo en serie de una funcién definida mediante
una raiz, siendo el radicando un binomio, el primero de cuyos términos es constante, y el
segundo, un término que contiene a la variable.

El asunto es, entonces, cdmo obtener el desarrollo en serie para una expresién de la forma
(a+ b)™. En el caso que n sea un nimero natural, el resultado es conocido desde cursos
anteriores: la potencia del binomio tiene n + 1 términos, el primero de los cuales es a™ y el
dltimo b™; en cada término aparece a elevado a una potencia que decrecede n a0, y b,
elevado a una potencia que crece de 0 a n. Los coeficientes se obtienen con el asi llamado
tridngulo de Pascal. De esta manera sabemos que las potencias correspondientes a n =
2,3,4y 5 estan dadas por:

(a + b)? = a? + 2ab + b?
(a + b)3 =a3+ 3a%b + 3ab? + b3
(a + b)* = a* + 4a3b + 6a?b? + 4ab3® + b*
y (a + b)° = a® + 5a*b + 10a3b? + 10a?b3 + 5ab* + b>

En el siglo XVII esto era ampliamente conocido, y fue entonces cuando el matematico inglés
Isaac Newton, al estudiar el problema de la cuadratura del circulo, obtuvo el desarrollo de
la potencia para un exponente racional, descubriendo un patrén para la generacién de los
coeficientes, el cual se describe a continuacidon. Primeramente, escribamos la ultima de las
ecuaciones anteriores como sigue:

(a+b)°=a®+ éa“b + %cﬁbz + %azﬁ + %zjab“ + —i;};z; b5
Ahora observemos que en el numerador aparece, a partir del segundo término, el factor 5,
gue es el exponente del binomio, y que en cada uno de los términos subsecuentes aparecen
como factores, sus enteros antecesores, 4, 3, ... En el denominador, en cambio, aparece el
1 a partir del segundo término, y se mantiene en los subsecuentes, multiplicado por sus
enteros siguientes, 2, 3, ... Asi pues, para n = 5, los coeficientes pueden obtenerse como

sigue:
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_ 5_4 __n(n-1)

Cc, = =
27 12 1-2
5:4-3 n(n-1)(n-2)
C3 = =
123 123
c = 5432 nn-1)(n-2)(n-3)
47 1234 1-2:3-4
e = 54321 _ n(n—-1)(n-2)(n-3)(n—4)
57 12345 1.2:3-45

Ahora consideremos el caso general, es decir, la n-ésima potencia:
(a+b)* =a™+ c;a™ b + c,a™ ?b? + cza™3b3 + -+
En la cual se han indicado los coeficientes desconocidos mediante ¢4, c5,...

De acuerdo con el patrén descrito anteriormente, el desarrollo estara dado por:

(a+b)" = a™ +2an1p + 20D gno2p2 MDD gnosps o

1-2:3
O bien, por:
n_ n E n-1 n(n—l) n-232 n(n—l)(n—Z) n-353 6
(a+b) a+1a b+ 12 a»“bc + 173 a°b° + (6)

Obsérvese que, si n no es natural, el segundo miembro de esta ultima ecuacién contiene
una infinidad de términos, debido a que nunca se cancela el numerador, como sucede
cuando n es natural, pues en tal caso, en el término n + 1 aparece n —n = 0 como factor
en el numerador, por lo que los coeficientes ¢, se anulan para k = n + 1. Asi pues, sin no
es natural, la ecuacién (6) da un desarrollo en serie para la potencia del binomio, razén por
la cual se llamara serie binomial.

Consideremos ahora un caso particular muy importante, aquel que se obtiene cuando a =

1y b=w. En tal caso a¥=1%¥ =1, de manera que, al hacer las sustituciones

correspondientes en (6) obtenemos:

n(n-1) w? + nn-1)(n-2)
1-23

(L+w)'=1+Zw+ w3 + -

Puede demostrarse que esta serie binomial, converge sélo para |w| < 1, es decir, para
—1 <w < 1.Enresumen:

1+w)"=1+nw+ n(T;_l)Wz + n(n_l;'(n_z)w3 + —1<w<1 | (7)

Esta es la expresidn que mas frecuentemente se utiliza en los textos de ciencias basicas y
de la ingenierfa. Por ejemplo, siy = f(x) = Y8 + 3x = (8 + 3x)"/3 escribimos primero el
8 como factor comun, para obtener la forma indicada en (7). De esta manera:

y=f(x)=3Y8+3x = (8+3x)/3 = [8 (1 + %x)]l/3 =2 (1 + %x)l/3



3 1
Y al comparar con (2.9) observamos que w =35X yn=s por lo que, al hacer las

sustituciones necesarias se obtiene:

y =2 [1 +§(§x) +(1/3);_'—2/3)(§x)2 4 (1/3)(—2;3)(—5/3) (Sx)3 4 ]

y = 2+ix—£x2 +%x3 — -

f(x) =38+ 3x = 24 0.25x — 0.03125x2 + 0.0065104x3 + ---
Para obtener el intervalo de convergencia, tenemos que —1 < %x <1, —g <x< g, asique
dicho intervalo es (—2,%) = (~2.666667, 2.666667).

Consideremos ahora los polinomios de grados 1, 2 y 3:

_ 1 — 1,._1.,2
Pl(x)—2+4x, Pz(x)—2+4x X

— 1 _1.2,5.3

y P3(x)—2+4x s +768x

Figura 2

En la figura 2 se muestran las graficas de la funcion f(x) = V8 + 3x, asi como de los tres
. . . . . 8
polinomios aproximantes obtenidos, ademas de las rectas x = -3 = —2.67 y x =

E =
2.67, que definen los extremos de la zona de convergencia.

Para observar la convergencia aritméticamente consideremos un valor particular de la
variable, dentro del intervalo de convergencia, por ejemplow = 0.2, para el cual se obtiene

£(0.2) =2+3(0.2) = = (0.2)* = -=(0.2)° — -~

768
Los valores de las sumas parciales, correspondientesa k = 1,2 y 3, se muestran en la tabla
2.3, asi como los correspondientes errores absoluto y relativo, considerando que el valor de
£(0.2) (reteniendo en la lectura de la calculadora 7 cifras después del punto) es f(0.2) =

/8 +3(0.2) = /8.6 = 2.0487996.



n 1 2 3
P,(0.2) 2.05 2.04875 2.0488021
€q 1.2x1073 496 x 107° 2.5%x107°
er 5.9 x 10™* 2.4x107° 1.2x107°
Tabla 2

CONTINUIDAD DE UNA FUNCION

En las ciencias bdsicas y de la ingenieria hay dos situaciones en las que el concepto de
continuidad resulta sumamente importante. La primera tiene lugar cada vez que se
considera, por ejemplo, una pieza metalica como llena totalmente de materia, sin huecos,
aun cuando a niveles microscépicos la materia no ocupe totalmente todo el espacio. En
estos casos, la suposicién de la pieza como un medio continuo de materia es util para la
obtencidn de algunos resultados cuya validez importa sdlo en una escala macroscopica.

La segunda situacién se presenta cuando se supone que una pequefia variacion en alguna
de las variables que intervienen en un fenédmeno produce variaciones, también pequenas,
en el resto de ellas. En tal caso diremos que las variables presentan una variacién continua.
Al suponer que esta situacién se conserva, aun a niveles infinitesimales, se llega a la
siguiente definicién:

En una funcién continua, a un cambio (incremento) infinitesimal de la variable le
corresponde un cambio también infinitesimal de la funcién.

Asi, si consideramos una funcidén f(x) y suponemos que la variable cambia su valor de x a
x + dx, tendremos que:

Una funcioén f es continua para cada valor x de la variable, si:

f(x + dx) = f(x) + infinitesimal (8)

Puede probarse que todas las familias de funciones de uso comun en las ciencias bdasicas y
de la ingenieria son continuas en todo su dominio. Lo importante por el momento serd
saber como identificar cuando se presenta alguna forma de discontinuidad, es decir, alguna
interrupcion en el trazo de la grafica de una funcion.

GRAFICACION DE FUNCIONES. ASINTOTAS

En las ciencias de la ingenieria, en cada situacién en la que intervienen dos cantidades
variables, es muy importante tener distintas maneras de expresar la relacidon que se da
entre ellas, ya sea simbdlica o algebraica, grafica o geométrica, o bien por medio de una
descripcién verbal. Y es igualmente importante poder “traducir” esa informacién de una de
estas maneras de expresidn a otra.

En esta unidad atenderemos de manera especial el problema de hacer una representacién
grafica cuando la relacidn entre las variables estd dada en forma simbdlica, particularmente




cuando la relacién es una funcion y la regla de correspondencia implica un cociente de dos
expresiones en la variable.

Funciones definidas por cocientes. Asintota vertical. Con referencia en la figura 3,
supondremos que la funcidn tiene asintotas verticalesenx = a,x =b,x =cyx =d, de
manera que, en cada caso, si x estd “muy cerca” de a, entonces f(x) es “muy grande” (ya
sea positiva o negativa). Asi pues, si x estd infinitamente cerca de a, f(x) resulta ser
infinitamente grande (en valor absoluto). Esta sera la condicién para la existencia de una
asintota vertical.

a d

o

=

Figura 3
y . ax+b . .
En el caso de una funcidn racional, como f(x) = —2a POr ejemplo, sabemos que esta tiene

] . d . .
una asintota verticalenx = — ~Yqueparaese valor de la variable el denominador se anula,

pero el numerador no. Vamos a ver que esta es una condicién general que nos sirve para
identificar la existencia de una asintota vertical.
P(x)
Q)
continuas en todo su dominio, y, en particular, en x = a, de manera que f(a+x) =
P(a+dx) _ P(a)+kpdx+o(dx?) . _ _ P(atdx) _
Q@rdn) — Q@ kgdxto(@x?)’ Si Q(a)=0y P(a) #0, entonces f(a+x) = Qardn
P(a)+kpdx+o(dx?)  P(a)

kgdx+o(dx2)  kgdx'

Supongamos, pues, que f es una funcion definida por f(x) = siendo Py Q funciones

Observemos entonces que P(a) es un nimero real (cantidad finita), mientras que kydx es
infinitesimal, por lo que f(a + dx) es infinitamente grande, asi que f tiene una asintota
vertical en x = a. En resumen:

Si f es una funcion definida por f(x) = %, donde P y Q son funciones
continuas en x = a, si Q(a) =0y P(a) # 0, entonces f tiene una asintota (9)

vertical en x = a.

2x
x2—4’
anula parax = —2 y x = 2, y que el numerador no se anula para ninguno de esos valores

Por ejemplo, si f es la funcidn definida por f(x) = vemos que el denominador se



de la variable. Por lo tanto, la grafica de f tiene una asintota vertical en x = —2 y otra en
x = 2. Recurriendo a una tabulacién y teniendo en cuenta todo lo anterior, podemos trazar
la gréfica de f, que se muestra en la figura 4.

e et s
o
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o

Figura 4

Para verificar el comportamiento de una funciéon definida por medio de un cociente,
alrededor de algin nimero para el cual el denominador se anula, podemos utilizar lo que
vimos en el capitulo anterior, respecto de las operaciones con infinitesimales y la obtencién
del término principal. Veamos ahora otra situacion de interés para este tipo de funciones.

Asintotas horizontales, oblicuas y curvas. En el curso de geometria analitica de bachillerato
se indicaba cuando una recta es asintota de una curva:

“Si para una curva dada, existe una recta tal que, a medida que un punto de la curva
se aleja indefinidamente del origen, la distancia de ese punto a la recta decrece
continuamente y tiende a cero, dicha recta se llama asintota de la curva”.

Asi pues, podemos decir que la situacidon que debe presentarse entre dos curvas, para que
una de ellas sea una asintota de la otra, es que las curvas estén cada vez mas préximas entre
si conforme un punto sobre alguna de ellas se aleje de algln lugar de referencia. Eso es lo
gue podemos observar en los tres pares de curvas que se muestran en la figura 5, en donde
cada una de las curvas “g” representa una asintota de cada curva “f”.

\K f
g \

Figura 5

Ahora bien, la proximidad entre dos curvas se puede medir de varias maneras, una de las
cuales es la distancia entre los puntos de la curva que se encuentran sobre una misma recta
paralela al eje y, en cuyo caso la distancia entre las curvas, correspondiente a la recta x =



a, seriad = f(a) — g(a), obien, § = g(a) — f(a) si g queda por encima de f. A partir de
lo anterior se propone la siguiente definicién:

La grafica de una funcidn g es una asintota de la grafica de otra funcién f, si
para N infinitamente grande, f(N) — g(N) es infinitesimal, es decir, si:
f(N) = g(N) + infinitesimal (10)

Figura 6

Asi pues, para obtener una asintota de la grafica de una funcién dada f, se obtiene una
expresién para f(N) (preferentemente como una suma de potencias de N), con N
infinitamente grande. Si es posible escribir tal expresion en la forma f(N) = g(N) +
infinitesimal, entonces la grafica de y = g(x) serd una asintota de f.

Funciones definidas por cocientes. El denominador crece mds rdpido. Si una funcién estd
definida por medio de un cociente, por ejemplo f(x) = % y si para x infinitamente
grande, el término principal de h es de orden mayor al de g, entonces el cociente (y por lo
tanto la funcion f) se hara infinitamente pequefo, de manera que la grafica de f se acercard

asintéticamente al eje x.

. . ., . . apx™+--+a
En particular, si f es una funcion racional propia, tenemos que f(x) = b°xm+—+b", conn <
XM+t
m, por lo que, siendo N infinitamente grande, y conservando en cada parte de la fraccidon
sélo el término principal, se tiene que:

_aONn_ao/bo_. .. . _ e e . .
f(N) = BT = o = infinitesimal = 0 + infinitesimal

Es decir:

Si f es una funcidn racional propia, entonces una asintota de la grafica de f (11)
eslarectay = 0 (eje x).

Por ejemplo, si f es la funcidn definida mediante f(x) = oy entonces su dominio es R —

{—1,1}. Debe excluirse a —1 y a 1 porque el denominador se anula para tales valores de la
variable. Ahora bien, ya que el numerador no se anula para ninguno de estos valores,



entonces la grafica de f tiene asintotas verticalesen x = —1 yx = 1. Ademas, observamos
que no hay intersecciones con el eje x y que f es una funcidn par, asi que su grafica es
simétrica respecto del eje y.

oo
e

Figura 7

Finalmente, ya que se trata de una funcidn racional propia, tenemos que otra asintota de la
grafica de f eslarecta y =0 (eje x). Con toda esta informacidn, podemos trazar la grafica

de f, la cual se muestra en la figura 7.

Funciones definidas por cocientes. Numerador y denominador crecen igualmente rdpido. Si
una funcion esta definida por medio de un cociente, y si el término principal del numerador
y el del denominador son del mismo orden, cuando la variable es infinitamente grande,
entonces el término principal del cociente serd el nimero real que es el cociente de los
coeficientes principales de numerador y denominador.

En particular, si f es una funcién racional impropia, siendo el numerador y el denominador
polinomios con el mismo grado, digamos que:

f(x) — pox"+p1x”_1+-~~pn_1x+pn
qQox™+q X" 4 qno1X+qn
e N
Entonces, cuando x toma valores infinitamente grandes, tendremos que f(N) = ZO_N” = %
0 0
asi que el valor de la funcion, para valores infinitamente grandes de la variable (positivos o

7

negativos) serd infinitamente préximo al de Z—O. En resumen:
0

Si f es una funcion racional impropia, definida mediante f(x) = % siendo P

y Q polinomios del mismo grado, entonces una asintota de la grafica de f es la (12)
recta horizontal y = %, siendo py Y qo los coeficientes principales de P y Q,
0

respectivamente.

2x2-2

, entonces observamos,
x2+1
primeramente, que el denominador no se hace cero para ningln valor de la variable, por lo

gue no se presenta ningun tipo de discontinuidad y la grafica constara de una sola pieza.

Por ejemplo, si f es la funcidén definida mediante f(x) =



Por otra parte, se trata de una funcién racional impropia en la que el numerador y el
denominador son polinomios de segundo grado en la que los coeficientes de los términos
principales son 2 (en el numerador) y 1 (en el denominador), por lo que se tiene una asintota

. 2 . . .
horizontal en y = 1= 2. Con esta informacién y una breve tabulacion se puede hacer el
trazo de la curva, como se muestra en la figura 8.

Figura 8

Funciones definidas por cocientes. El numerador crece mds rdpido. Si el numerador crece
mas rapido que el denominador cuando la variable se hace infinitamente grande, entonces
el cociente se hara también infinitamente grande. El asunto es: éde qué manera?

Supongamos que se trata de una funcion racional impropia, definida por f(x) = %,
donde el grado de P es mayor que el de D. En tal caso, si se al aplica el algoritmo de la
division de polinomios, y se obtiene Q como cociente y R como residuo, se tendra entonces
que f(x) = gEx; = Q(x)'z((x;)m(x) =Q(x) + gE ; donde el grado de R es menor que el de
D, de manera que E ; es una fraccién propia. Asi pues, siendo N infinitamente grande,
R(N)
D(N)

tendremos que f(N) = Q(N) + —= = Q(N) + infinitesimal. Por lo tanto:

P(x)

D(xY
una asintota de f es la gréfica de y = Q(x), siendo Q el cociente que resulta (13)

de dividir P entre D.

Si f es una funcion racional impropia, definida por f(x) =

2
. . . . . X
Por ejemplo, consideremos la funcién F definida mediante y = F(x) = Py Tenemos
- ., 1 1 .
pues, en este caso, que el dominio de la funcién es R — {E} Enx = 3 el denominador se
. , . 1 .
anula pero el numerador no, por lo que se tiene una asintota vertical en x = > Ademas, la

Unica interseccidn de la grafica de F con los ejes coordenados es el origen.

. o . 1 1 . 1 .
Ahora bien, al dividir x2 entre 2x — 1, se obtiene 5 + - como cociente y ; como residuo,
/

asiquey = F(x) = ™ x+- + Por lo tanto, otra asintota de la grafica de F es



1 1 . . sy
larectay = 5 + T Con esta informacidn, trazamos la grafica de F, la cual se muestra en
la figura 9.
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Figura 9

GRAFICACION DE FUNCIONES. AGUJEROS

Sea f la funcidn continua cuya grafica se muestra en la figura 10 (izquierda), y sea g la
funcion que resulta de quitar el par (a, f(a)) de f.

La grafica de g sera entonces idéntica a la de f, exceptuando el punto (a, f(a)), en cuyo
lugar quedara un hueco (figura 10, derecha).
Recordemos ahora que —y = ;S|empre que ¢ # 0, de manera que 6 _a) = k, siempre que

X # a. Asi pues, si f es una funcion continua y queremos “agujerarla” en x = a, definimos
g( ) f(x)(x a)

De esta manera, g(x) = f(x) para toda x # a, mientras que g(a) no estd definida, es
decir, el punto (a, f(a)) no esta en la grafica de g. En otras palabras, la grafica de g es la
de f con un hueco en x = a, tal y como ocurre con las funciones cuyas graficas se muestran
en la figura 10.

fla)|--y 5 fa) | :

a a

Figura 10



. . 2 . (x%2-1) (x-2) _
Por ejemplo, si f(x) = x* — 1, y se define g por g(x) = ——=——, entonces g(x) = f(x)
para toda x # 2 y g(2) no existe, mientras que f(2) = 3. Asi pues, la grafica de g es la

parabola de ecuacién y = x? — 1 (figura 11), con un hueco en (2,3).
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Figura 11

Ya que el hueco “aparece” como consecuencia de multiplicar y dividir por el binomio x — a,
entonces, cuando se trata de una funcién racional, una condiciéon necesaria para que la
funcién presente de un hueco en x = a es que el binomio x — a sea factor comun del
numerador y el denominador de la fraccion.

Es decir, si f(x) = % y P(a) = Q(a) = 0, entonces cada una de los polinomios P y Q
tienen a x — a como factor, asi que P(x) = (x — a)P;(x) y Q(x) = (x — a)Q,(x), por lo

_ PO _ Gm@Pi(0) _ P
e f(9) =56 = mae® - aw’

conx # a.

En caso de que 2182 sea continua en x = a, es decir que Q;(a) # 0, se tendrd que f(x) =
1
2123 = g(x), paratoda x # a asi que la grafica de f presentard un hueco en lugar del punto
1

(a,g(a)). En resumen:

Si una funcidn f estd definida por un cociente de funciones continuas en x =
a, si tanto el denominador como el numerador se anulan en a, y si f es
idéntica a otra funcidén g (que es continua en a), excepto en a, entonces f (14)
tiene una discontinuidad de hueco en x = a y su gréfica es la misma que la de
g, pero con un hueco en (a, g(a)).

x3—4x243x
————— entonces debemos
2x%2-8x+6

determinar, primeramente, los valores de la variable para los cuales el denominador se
anula. Asi pues, tenemos que 2x? —8x + 6 = 0six? — 4x + 3 = 0, es decir, si

Por ejemplo, si f es la funcién definida por medio de f(x) =

—A)2
2 G) 4(1)(3):4@/1:@’ x=1o0 x=3
2(1) 2 2




Six = 1, entonces el numerador de f es (1)® — 4(1)% + 3(1) = 0, asi que x — 1 debe ser
un factor de ambas partes de la fraccion. Al factorizar considerando esto, obtenemos que:

fx) =

Vemos, ademas, que ya no hace falta examinar lo que ocurre con x = 3, ya que x — 3
. s . , X
también es un factor de ambas partes de la fraccion. Asi pues, tenemos que f(x) = >

x3—4x?+3x _ x(x?-4x+3) _ x(x-1)(x-3)
2x2-8x+6  2(x2—4x+6)  2(x—1)(x—3)

siempreque x + 1yx # 3.

- 1 .
Tenemos entonces que la graficade feslarectay = 5%, con dos agujeros, uno en lugar del

punto (1,%) y otro en lugar de (3,%). Su grafica se muestra en la figura 12.
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Figura 12

Forma indeterminada “cero entre cero”. Cuando se analiza una funcién definida mediante

fx) = Q()

una discontinuidad de hueco sdlo si podemos asegurar que f es idéntica a otra funcién g,
excepto en g, y que esta funcion g es continua en a. Si no podemos establecer esta otra
condicidn no podremos asegurar que la grafica presenta el hueco. Asi pues:

Si f(x) =
flx) = Q( J
afirmarse nada acerca del comportamiento de la funcién alrededor de a. En este

y se sabe que P(a) = Q(a) = 0, podremos afirmar que la funcién presenta

y si P(a) = Q(a) = 0 y no se tiene mas informacion, no podra

. . ) 0
caso diremos que se presenta la forma indeterminada 5'

2
Por ejemplo, si consideramos las funciones f;(x) == fz(x) = 5—2 y fzlx) = —3,
observamos que cada numerador y cada denominador se anulan para x = 0. Sin embargo,

3 5 e
parax =0 fi(x) = ;—C, fo(x) = oY fz(x) = = de manera que la gréfica de f; es una recta
. 1 . .
con pendiente Syun hueco en el origen y la de f, es una recta horizontal con un hueco en

3 . . , .
(O, E)' mientras que la de f; es una hipérbola con asintota vertical en x = 0.

DEFINICION Y CALCULO DE LIMITES

El concepto de limite (de una funcién en un punto) puede utilizarse en las ciencias basicas
y de la ingenieria, particularmente para definir razones instantaneas de cambio, como la
rapidez o la aceleracidon, pero también para definir algunas propiedades fisicas cuando su
valor depende de la posicion en el espacio o en el plano.



Para las situaciones de interés en las ciencias basicas y de la ingenieria, este concepto busca
responder a la siguiente cuestion: si la variable toma valores cada vez mds préximos a un
valor dado, écual es el numero real hacia el cual se acerca el valor de la funcion?, lo que
resulta particularmente importante para averiguar si la grafica de una funcién presenta un
agujero.

En efecto, si una funcidn f tiene un agujero en x = a quiere decir que f es idéntica a otra
funcién continua g, excepto en x = a, y en tal caso la grafica de f es idéntica ala de g, con
un agujero en lugar del punto (a, g(a)).

También quiere decir que, si el valor de x esta infinitamente cerca al nUmero a, entonces el
valor de f(x) estara infinitamente préximo a g(a), pero f(a) permanecerad indefinido.

Considerando entonces una funcion definida mediante y = f(x), interesa saber qué pasa
con el valor de f(x) conforme x toma valores infinitamente préximos a un cierto numero
(real) a. Si la respuesta es que el valor de f(x) es L, entonces diremos que el limite de la
funcion f, cuando x tiende a a es L, lo cual se denotara:

limf(x) =1L (15)

xXx—-a

Si ademas se tiene que f(a) esta indefinida, la grafica de f presentard un agujero en lugar
del punto (a, L). Asi pues, se propone la siguiente definicidn:

Decimos que el limite de una funcion f en a es L, si para a infinitesimal:
fla+a)=L+p con f infinitesimal (16)

En tal situacidn, la gréfica de f presentara un agujero en lugar del punto (a, L).

2_

. . X“—x—6 .
Por ejemplo, si f(x) = T observamos que el denominador se anula para x = =2,y

que el numerador también se anula. Asi pues, podemos factorizar para obtener f(x) =
x%-x—6 x—3)(x+2 x-3

= 23X )=—,conx¢—2.
2x+4 2(x+2) 2
Como lo que interesa es saber qué ocurre con el valor de f(x) cuando x estd infinitamente

cerca de —2, pero x # —2. Asi pues, podemos decir que:

x2

-xX—=6 _ .. x—3
2

-
)

1
x—>—2 2x+4 xXx—>—2

Figura 13



. . e . x 3
Este resultado nos dice también que la grafica de la funcion dada es larecta y = >~ con

. 5 .
un agujero en lugar del punto (—2, - E)’ la cual se muestra en la figura 13.

Cuando se trata de una funcién racional, y verificamos que se presenta una indeterminacion
0
de la forma JParax =a, entonces tendremos a x — a como factor en ambas partes de la

fraccion, tal como lo hicimos en el ejemplo anterior. Si tenemos otro tipo de funcién, no
podremos proceder de la misma manera y habra que ver qué hacer en cada caso para
“eliminar” la indeterminacion.

Figura 14

. .z sen x . . .z
Por ejemplo, observemos que la funcion f(x) = — presenta una indeterminacion de la

0 i L .
forma Jenx = 0, por lo que cabe preguntarse por el limite de tal funcién cuando x tiende

a cero. Ahora bien, sabemos que, si a es infinitesimal, entonces sena = a, 0, mas
precisamente sen & = a + o(a?). Asi pues, de acuerdo con 17, tenemos que:

sena _ a+o(a?)

fO+a)=fla)=——=

Por lo tanto:

=1+ o(a) = 1 + infinitesinal

lim =22 =1 (17)

x—->0 X

Ademas, la grafica de f presenta un agujero en lugar del punto (0,1), tal como se muestra
en la figura 14.

Sabemos que una funcidn f es continua para el valor a de la variable, si:
f(a + dx) = f(a) + infinitesimal

Y que este infinitesimal sera del mismo orden que dx o mayor, de manera que el valor de
f(a + dx) se podra escribir por medio de:

fla+dx) = f(a) + kydx + kydx? + kzdx3 + -+
En donde cada una de las constantes k; es un numero real.
Si conservamos sélo el término de primer orden, podemos escribir:
f(a+dx) = f(a) + kydx + o(dx?) + -
Si conservamos, incluso término de segundo orden, tendriamos:

fla+dx) = f(a) + kydx + kydx? + o(dx®) + -



Como veremos, en ocasiones sera necesario conservar uno o mas términos, luego del
término lineal.

Calculo de limites y series de potencias

Cuando se calculan limites puede resultar conveniente utilizar series de potencias para

eliminar la indeterminacion. Por ejemplo, si consideramos la funcién definida por f(x) =

1-3x .
i observemos que, para x = 1, el denominador y el numerador se anulan, por lo que

. . . 0o _ . .
se tiene la forma indeterminada o asi que conviene entonces preguntarse por el limite de
la funcién cuando x — 1.

Si recurrimos a la serie binomial, tenemos que:

1
_ 1/3  1-(1+za+o(a?) “Loto(a? 1 o
fl+a)=2 (”“)1/4 = ( L ) =37 o) _ 3% = 4 infinitesimal
1-(1+a) 1—(1+Za+o(zx2)> —zato(@®) —a 3
. 1-3x 4 - . 4
Por lo tanto, lim —5= = -y la grafica de f presenta un agujero en lugar del punto (1,—),
x-11-Vx 3 3

como se observa en la figura 15.
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Figura 15



